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ANALIZA SHEAR LAG UTICAJA KOD TANKOZIDNIH
KOMPOZITNIH NOSA·CA OTVORENO-ZATVORENOG POPRE·CNOG
PRESEKA
Martina Vojni¶c Pur·car, d.i.g.
Grad¹evinski fakultet Subotica,
Univerzitet u Novom Sadu
Sa·zetak:
U radu su izvedene diferencijalne jedna·cine tankozidnog kompozitnog ·stapa proizvo-
ljnog popre·cnog preseka, primenom principa virtualnih pomeranja, a polaze¶ci od funkcije
deplanacije koju je predlo·zio A. Proki¶c, za tankozidne ·stapove homogenog popre·cnog
preseka. Ona omogu¶cava jedinstvenu analizu tankozidnih ·stapova otvorenog i zatvorenog
popre·cnog preseka, pretpostavka o zanemarenju klizanja u srednjoj povr·si ·stapa nije
neophodna, pa se smi·cu¶ci naponi odred¹uju direktno iz odgovaraju¶cih deformacija. Ras-
podela normalnih napona nije vi·se odred¹ena sektorskom koordinatom ve¶c parametrima
pomeranja ·cvornih ta·caka, i u op·stem slu·caju je promenljiva od preseka do preseka, ·sto
omogu¶cuje registrovanje i analizu shear lag uticaja, koji se klasi·cnom teorijom tankozidnih
nosa·ca ne mo·ze opisati. Kao ·sto je poznato, shear lag uticaj predstavlja neravnomernu
raspodelu normalnih napona u pojasevima, s tim ·sto se maksimalna vrednost javlja na
mestu spoja pojasa sa rebrima, i u op·stem slu·caju je ve¶ca od vrednosti napona koja se
dobija klasi·cnom teorijom savijanja ·stapova zasnovanoj na Bernoullijevoj hipotezi. To
je posebno izra·zeno kod ·stapova napregnutih na savijanje kod kojih dolazi do zna·cajne
deplanacije popre·cnog preseka.
Dobijeni sistem diferencijalnih jedna·cina se ne mo·ze re·siti u zatvorenom obliku te se
pristupilo numeri·ckoj metodi, odnosno primeni metode kona·cnih elemenata. De¯nisana
su dva tipa elementa sa razli·citim polaznim pretpostavkama. Prvi tip elementa zasnovan
je na teoriji Timoshenka, odnosno uticaj transverzalnih sila na deformaciju se uzima u
obzir. Drugi tip elementa zanemaruje uticaj transverzalnih sila na deformaciju, odnosno
usvaja se pretpostavka da popre·cni preseci i nakon deformacije ostaju ravni i upravni
na srednju liniju ·stapa. Kao dokaz ta·cnosti prethodno izvedenih teorijskih razmatranja
urad¹en je niz primera pomo¶cu programa napisanog u programskom jeziku C.
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SHEAR LAG ANALYSIS OF THIN-WALLED COMPOSITE BEAMS
WITH OPEN-CLOSED CROSS SECTION
Martina Vojni¶c Pur·car, C.E.
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Abstract:
Di®erential equations of thin-walled composite beams of arbitrary cross section were
derived, using the principle of virtual displacements and starting from function of depla-
nation suggested by A. Prokic, for thin-walled beams of homogeneous cross section. It
enables unique analysis thin-walled beams of open and closed cross section, assumption
of neglecting shear strain in the middle surface is not necessary and shear stresses can be
calculated directly from the strains. Distribution of longitudinal stresses is not de¯ned
by warping function, but parameters of longitudinal displacement, and in general case it
is variable of section to section, that enables registering and analysis of shear lag, which
classical theory of thin-walled beams is unable to re°ect. As it is known, shear lag e®ect
presents a non-uniform distribution of normal stresses in the °anges, maximal values are
on the connection of °ange and web, in general case it is larger from the value of stress
obtained by classical theory of beams based on the Bernoulli hypothesis. It is especially
expressed at beams subjected to bending where deplanation of cross section is signi¯-
cant.
Derived system of di®erential equations can not be solved in closed form solution
and it was accessed to numerical method, respectively on the ¯nite element method.
Two types of element with di®erent starting settings were de¯ned. First type of ele-
ment is based on the theory of Timoshenko, apropos the in°uence of transversal forces
on deformation were taken into account. The second type of element neglects in°uence
of transversal forces on deformation, concerning assumption that cross section remain
plane and orthogonal on the middle line is adopted. A number of numerical examples are
calculated by a computer program written in program language C as a proof of accuracy
of previously derived theoretical reviews.
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11. Uvodne napomene
1.1. Predmet i problem istra·zivanja
T
eoriju tankozidnih nosa·ca otvorenog popre·cnog preseka, kakva se i danas prime-
njuje, je prvi izveo Vlasov [1] 1940. On uvodi nove pojmove, kao ·sto su generalisani
bimoment i sektorska koordinata i daje njihovo precizno ¯zi·cko tuma·cenje. Ta teorija je
na·sla ·siroku prakti·cnu primenu u prora·cunu raznih in·zenjerskih konstrukcija. Uvod¹enjem
slede¶cih pretpostavki o kinematici deformacije:
² popre·cni preseci se tokom deformacije ne deformi·su,
² zanemaruje se klizanje u srednjoj povr·si ·stapa
jedan u su·stini trodimenzionalni problem prevodi se u jednodimenzionalni, ·cime se posti·ze
formalna analogija sa klasi·cnom teorijom ·stapova.
Na osnovu usvojenih pretpostavki, pomeranja ta·caka u pravcu ose ·stapa mogu se
prikazati u zavisnosti od parametara pomeranja u ravni preseka i translatornog pomeranja
preseka kao krute ravni. Raspodela normalnih napona izazvanih deplanacijom preseka,
odred¹ena je sektorskom koordinatom. Kako sektorska koordinata ne zavisi od aksijalne
koordinate, mo·ze se zaklju·citi da se svi popre·cni preseci krive na isti na·cin. Smi·cu¶ci
naponi se sastoje od zbira Saint-Venantovih smi·cu¶cih napona ¿s i smi·cu¶cih napona ¿w
koji poti·cu od savijanja i ograni·cene torzije. Saint-Venantovi smi·cu¶ci naponi ¿s su ras-
pored¹eni linearno po debljni zida i antimetri·cni su u odnosu na srednju liniju popre·cnog
preseka. Drugi deo smi·cu¶ceg napona ¿w, koji poti·ce od savijanja i ograni·cene torzije,
konstantan je po debljini zida. S obzirom na usvojene pretpostavke on se ne mo·ze odre-
diti direktno preko deformacije klizanja, nego se odred¹uje preko normalnih napona, iz
uslova ravnote·ze. Kao posledica javlja se neusagla·senost polja napona i polja deforma-
cija, odnosno deformacije sra·cunate iz komponentalnih napona ne zadovoljavaju uslove
kompatibilnosti. Ipak, ova teorija je zbog svoje jednostavnosti na·sla ·siroku primenu u
dimenzionisanju tankozidnih nosa·ca otvorenog popre·cnog preseka i predstavlja osnovu za
izvod¹enje daljih teorija.
Teorija tankozidnih ·stapova zatvorenog popre·cnog preseka razmatra se potpuno
odvojeno. Kod zatvorenih preseka i u slu·caju slobodne torzije smi·cu¶ci naponi raspored¹eni
su ravnomerno po debljini zida. Zadr·zavanje gornjih pretpostavki zna·cilo bi odsustvo bilo
kakve deformacije, pa se deplanacija preseka kvalitativno opisuje funkcijom koja se una-
pred odred¹uje. Naj·ce·s¶ce se usvaja funkcija Saint-Venantove slobodne torzije ·stapova
zatvorenog popre·cnog preseka, Umanski [2].
Kao ·sto je poznato, kod tankozidnih nosa·ca napregnutih na savijanje dolazi do
zna·cajne deplanacije popre·cnih preseka, ·sto dovodi do nelinearne raspodele normalnih
1.1. Predmet i problem istra·zivanja 2
napona u pojasevima. Maksimalna vrednost napona javlja se na mestima spoja pojasa
sa rebrima, i u op·stem slu·caju ve¶ca je od vrednosti napona koja je dobijena klasi·cnom
teorijom savijanja ·stapa zasnovanoj na Bernoullijevoj hipotezi o ravnim presecima (slika
1). Ova pojava se, kao ·sto je poznato, naziva shear lag uticaj. S obzirom na usvojene
pretpostavke, klasi·cna teorija tankozidnih nosa·ca nije u mogu¶cnosti da opi·se fenomen
shear lag-a.
naponi izazvani shear lag-om
naponi bez shear lag-a
Slika 1: Raspodela napona u slu·caju shear lag-a
Raspodela normalnih napona u pojasevima je nelinearna i promenljiva je du·z raspona
nosa·ca, a zavisi od raspodele spolja·snjeg optere¶cenja, karakteristika popre·cnog preseka,
grani·cnih uslova i dimenzija nosa·ca. Ignorisanje ovog uticaja pri analizi mehani·ckog
pona·sanja tankozidnih elemenata, naro·cito kod nosa·ca sa ·sirokim pojasevima, mo·ze
dovesti do zna·cajno precenjenih vrednosti nosivosti, neprihvatljive sa stanovi·sta sigurnosti
konstrukcije. To ukazuje da se uticaju shear lag-a mora posvetiti ozbiljna pa·znja.
Uvod¹enjem pretpostavke o zanemarenju deformacije klizanja u srednjoj povr·si ·stapa,
koja predstavlja osnovu klasi·cne teorije tankozidnih nosa·ca, prakti·cno se propisuje ras-
podela normalnih napona u popre·cnom preseku koja je jednaka za sve popre·cne preseke
du·z ose nosa·ca. Mada to dovodi do jednostavnih analiti·ckih re·senja, uvod¹enje ove pret-
postavke onemogu¶cava analizu fenomena shear lag-a.
Zbog toga ¶ce se u radu istra·zivati uticaj shear lag-a kod tankozidnih kompozitnih
elemenata proizvoljnog otvoreno-zatvorenog popre·cnog preseka, a polaze¶ci od funkcije de-
planacije koju je predlo·zio Proki¶c [3] i razmatrao u kasnije publikovanim radovima [4-6], za
tankozidne ·stapove homogenog popre·cnog preseka. Pretpostavka o zanemarenju klizanja
u srednjoj povr·sini ·stapa nije neophodna, pa se smi·cu¶ci naponi mogu neposredno odrediti
iz odgovaraju¶cih deformacija. Raspodela normalnih napona izazvanih deplanacijom nije
vi·se odred¹ena sektorskom koordinatom, ve¶c parametrima pomeranja ·cvornih ta·caka, i u
op·stem slu·caju je promenljiva od preseka do preseka. To omogu¶cava ispitivanje i pra¶cenje
uticaja shear lag-a u nosa·cima, ·sto je i predmet istra·zivanja u ovom doktorskom radu.
Saade u svojoj doktorskoj disertaciji [7] i kasnije objavljenom radu [8], pri analizi
tankozidnih nosa·ca, usvaja funkciju deplanacije koju je predlo·zio Proki¶c [3], uz tvrdnju da
se ona mo·ze primeniti samo na obostrano simetri·cne preseke, a da se za analizu tankozid-
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nih nosa·ca nesimetri·cnih popre·cnih preseka mora uvesti centar smicanja. U ovom radu
na brojnom primeru je pokazano da uvod¹enje centra smicanja nije neophodno i da se
sve diferencijalne jedna·cine mogu izvesti u odnosu na te·zi·snu ta·cku. Saade takod¹e tvrdi
da su savijanje popre·cnog preseka i deplanacija zavisne veli·cine te da se zbog toga javlja
singularitet matrice krutosti, ·sto se takod¹e pokazalo kao neta·cno.
Danas, sa razvojem novih tehnologija, upotreba kompozitnih, anizotropnih mate-
rijala u konstrukciji tankozidnih nosa·ca dobija na zna·caju. Ovaj materijal zbog male
sopstvene te·zine u odnosu na otpornost koja se posti·ze, ima zna·cajne prednosti u odnosu
na tradicionalne materijale. U grad¹evinarstvu se kompozitni materijali primenjuju kod
plo·ca, ljuski, greda, a u poslednje vreme nalaze sve ve¶cu primenu kod sanacija konstruk-
cija. Posebno treba ista¶ci primenu tankozidnih elemenata u kompozitnim konstrukcijama,
koji se sastoje od laminata kombinovanih od tankih plo·ca (lamina, slojeva). Slojevi mogu
biti razli·citih debljina sa naj·ce·s¶ce uniaksijalnim rasporedom vlakana u svakom pojedinom
sloju.
U ovom radu je istra·zen uticaj shear lag-a na kompozitne laminatne tankozidne
·stapove proizvoljnog otvorenog ili zatvorenog popre·cnog preseka, sa proizvoljnom ori-
jentacijom i polo·zajem slojeva u laminatu, proizvoljnih materijalnih karakteristika. Izve-
den je sistem diferencijalnih jedna·cina koje de¯ni·su dati problem sa odgovaraju¶cim grani-
·cnim uslovima. Osnovu numeri·ckog postupka za re·savanje sistema diferencijalnih jedna·ci-
na predstavlja metoda kona·cnih elemenata. Opisan je ra·cunarski program razvijen na
osnovu teorijskih razmatranja sa detaljnim uputstvima za njegovu primenu.
1.2. Pregled vladaju¶cih stavova u podru·cju istra·zivanja
Prva eksperimentalna ispitivanja koja su pokazala da Bernoullijeva pretpostavka o
ravnim presecima, na kojoj se zasniva klasi·cna teorija ·stapova, ne va·zi za tankozidne
preseke, sproveo je Bach [9] 1909. godine. Bach je realizovao eksperimente na nosa·cima
[ preseka i ustanovio je da se u preseku javljaju torzione deformacije usled optere¶cenja
savijanjem, ·sto je smatrao da je posledica nesimetri·cnosti popre·cnog preseka.
Prvi teorijski rad u kome se razmatra problem torzione stabilnosti tankozidnih nosa·ca
otvorenog popre·cnog preseka je rad Timoshenka [10] iz 1910. godine. U ovom radu,
re·savaju¶ci problem torzione stabilnosti nosa·ca I preseka, autor je pokazao da se u pre-
seku pored smi·cu¶cih napona javljaju i normalni naponi.
Monogra¯ja Vlasova [1], iz 1940. godine, predstavlja prekretnicu u daljem ispitivanju
tankozidnih nosa·ca otvorenog popre·cnog preseka. Vlasov je uveo nove pojmove kao ·sto
su generalisani bimoment i sektorska koordinata i time postavio novu teoriju koja je zbog
svoje jednostavnosti na·sla ·siroku primenu u prora·cunu tankozidnih konstrukcija.
Tokom vremena sprovedena su brojna istra·zivanja u oblasti prora·cuna tankozidnih
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nosa·ca [11-18], njihove stabilnosti [19-26] i dinami·ckog pona·sanja [27-34], dok je ispiti-
vanje uticaja shear lag-a mnogo manje zastupljeno u literaturi. Razlog tome je ·sto se
primenom teorije Vlasova, koja je usvojena kao jedna od najjednostavnijih metoda za
prora·cun tankozidnih nosa·ca, ne mo·ze izra·cunati shear lag uticaj, te se zbog toga moralo
pristupiti nekim drugim postupcima.
Reissner [35] je razvio metodu zasnovanu na principu minimuma potencijalne energije
kako bi opisao uticaj shear lag-a kod izotropnih materijala. U cilju dobijanja analiti·ckog
re·senja, on je usvojio parabolu drugog reda koja je opisivala aksijalna pomeranja °an·se.
Na taj na·cin se dobija paraboli·cna raspodela normalnih napona u °an·si, odnosno linearna
raspodela napona u rebrima. Nakon njega, veliki broj istra·ziva·ca je primenjivao parabole
vi·seg reda za opisivanje pomeranja ta·caka popre·cnog preseka u pravcu ose ·stapa. Neki
od njih su Kuzmanovic i Graham [36], koji su ispitivali shear lag uticaj u jedno¶celijskom
simetri·cnom popre·cnom preseku. Za opisivanje pomeranja u pravcu ose ·stapa su usvojili
funkciju maksimalne rotacije i vertikalnog pomeranja popre·cnog preseka. Dezi i Mentrasi
[37] su predlo·zili funkciju pomeranja u pravcu ose ·stapa za konzolnu gredu trapezoidnog
popre·cnog preseka. Song i Scordelis [38, 39] su problem shear lag-a sveli na problem
ravnog stanja napona, uzimaju¶ci u obzir da su no·zice i rebra °eksibilni van svoje ravni i da
se naponi u rebru mogu odrediti na osnovu klasi·cne teorije grede. Problem elasti·cnosti su
re·savali Furijeovim redovima. Predlo·zili su empirijske formule i dijagrame za odred¹ivanje
shear lag uticaja za slobodno oslonjene i kontinualne grede razli·citih popre·cnih preseka
pod dejstvom razli·citog optere¶cenja. Evans i Taherian [40] su predstavili poluempirijski
metod prora·cuna shear lag uticaja u nosa·cima sandu·castog popre·cnog preseka. Predlo·zili
su eksplicitne formule koje, za razli·cite uslove oslanjanja i za razli·cite vrste optere¶cenja,
omogu¶cuju direktan prora·cun shear lag uticaja. Rad na sli·cnu temu je predstavljen od
strane Dowlinga i Burgana [41]. U radu Lertisimea, Chaisomphoba i Yamaguchija [42]
se primenom metode kona·cnih elemenata ispituje promena shear lag uticaja u funkciji
gustine mre·ze i mesta delovanja koncentrisanog optere¶cenja. Date su empirijske formule
za odred¹ivanje faktora koncentracije napona za nosa·c sandu·castog popre·cnog preseka slo-
bodno oslonjenog na krajevima. Sa-nguanmanasak, Chaisomphob i Yamaguchi [43] su se
takod¹e bavili faktorom koncentracije napona i uticaja gustine mre·ze kona·cnih elemenata
na shear lag, sve to posmatraju¶ci na kontinualnom nosa·cu. Lee i Wu [44, 45] su problem
shear lag-a sveli na problem ravnog stanja napona. Ispitivali su uticaj gustine mre·ze na
prora·cun shear lag uticaja i aktivne (efektivne) ·sirine. U prvom radu su se orijentisali na
nosa·ce jednostavnijeg popre·cnog preseka sistema konzole i slobodno oslonjene grede, dok
su u drugom radu ispitivali uticaj gustine mre·ze na shear lag kod vi·se¶celijskih popre·cnih
preseka i zakrivljenih nosa·ca. Primena metode kona·cnih elemenata kod prora·cuna shear
lag uticaja je najzastupljenija zato ·sto ona omogu¶cava analizu bez uvod¹enja pojednostav-
ljenja i mo·ze se primeniti za razli·cite vrste popre·cnih preseka, za razli·cite uslove oslanjanja
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i optere¶cenja te je i broj radova iz ove oblasti najbrojniji [46-50].
Jedan od prvih radova koji se bavio izu·cavanjem pojave shear lag-a i odred¹ivanjem
efektivne ·sirine plo·ce je bio Mo®attov i Dowlingov rad [51]. Pod efektivnom ·sirinom
plo·ce podrazumeva se ona ·sirina no·zice na kojoj su ra·cunski normalni naponi ravnomerni
i jednaki stvarnom naponu u no·zici na spoju sa rebrom. Rezultati su dobijeni primenom
metode kona·cnih elemenata. Zna·caj ovog rada je u tome ·sto je dato pravilo za odred¹ivanje
efektivne ·sirine plo·ce kod ·celi·cnih kutijastih mostovskih nosa·ca, ·sto je omogu¶cilo lak·se
projektovanje. Sedlacek i Bild [52] su u svom radu predstavili pojednostavljenu metodu
za prora·cun efektivne ·sirine kod tankozidnih nosa·ca. Re·senje je ograni·ceno samo na
problem savijanja, pri ·cemu se obrtanje i krivljenje popre·cnog preseka mo·ze zanemariti.
U radovima [53, 54] je kori·stena primena metode kona·cnih traka i metoda kona·cnih ele-
menata za odred¹ivanje efektivne ·sirine plo·ca. Primena Furijeovih redova za odred¹ivanje
efektivne ·sirine plo·ce je prikazana u radu Tahana, Pavlovica i Kotsovosa [55]. Zou, Chen,
Davalos i Salim [56] su predstavili analiti·cki shear lag model za odred¹ivanje efektivne
·sirine kod ortotropnih mostovskih konstrukcija. Dobijeno analiti·cko re·senje je potvrd¹eno
re·senjem dobijenim metodom kona·cnih elemenata.
U radovima [57-60] je predstavljen uticaj negativnog shear lag-a. U tom slu·caju
normalni naponi u no·zici su manji u okolini spoja sa rebrom i pove¶cavaju se prema kraju
°an·se. Pojava negativnog shear lag-a je vrlo ·cesta, naro·cito kod konzolnih nosa·ca, zavisi
od rasporeda optere¶cenja, od raspona i popre·cnog preseka nosa·ca kao i niza drugih fak-
tora.
Sa razvojem kompozita, materijala sa povoljnim mehani·ckim karakteristikama, po·ci-
nje i zna·cajna upotreba ovog materijala u konstrukciji tankozidnih nosa·ca. S obzirom da
postoji velika sloboda u projektovanju ovakvih preseka zbog proizvoljnog izbora debljine,
rasporeda i orijentacije slojeva u laminatu, postoji i veliki broj ulaznih parametara koji
·cine prora·cun mnogo slo·zenijim u odnosu na prora·cun tankozidnih nosa·ca homogenog
popre·cnog preseka.
Radovi na temu ispitivanja uticaja shear lag-a kod kompozitnih materijala su mnogo
red¹i. Kristek, Evans i Ahmad [61, 62] su predlo·zili metod harmonijske analize shear
lag uticaja za jedno¶celijski popre·cni presek, odnosno slo·zeni zatvoreni popre·cni presek,
kod nosa·ca slobodno oslonjenog na krajevima. Osnovna prednost metode je jednos-
tavnost prora·cuna, mogu¶cnost primene kod kompozitnih preseka kao i mogu¶cnost lakog
prevod¹enja postupka prora·cuna u programski jezik.
Teorija Reissnera je primenjena na ortotropne materijale u radovima Takayanagija,
Kemmochija, Sembokuyaa, Hojoa i Makija [63] i Tripathyja, Patela i Panga [64]. Lopez-
Anido i GangRao [65] su ispitivali uticaj shear lag-a na tankozidnom prizmati·cnom kom-
pozitnom ·stapu, tako ·sto je svaki segment popre·cnog preseka posmatran kao makroele-
ment, a pomeranja su dobijena kao suma polinomnih i Furijeovih funkcija. Tenchev
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[66] analizira shear lag uticaj u ortotropnim gredama i plo·cama. Dobijene su empirijske
formule za odred¹ivanje shear lag koe¯cijenta u funkciji odnosa ·sirine i raspona nosa·ca,
odnosa modula elasti·cnosti prema modulu smicanja i odnosa debljine no·zice i debljine
rebra.
Jedan od novijih radova je predstavljen od strane Yapinga, Yuanlina, Yuanminga i
Weidenga [67], u kom se ispituje uticaj shear lag-a na sandu·castom nosa·cu sa simetri·cnim
rasporedom laminata. Kako se radi o kompozitnim materijalima u svemu se primenjuje
teorija laminata a metod je izveden primenom principa o minimumu potencijalne energije.
Usvojena je teorija Reissnera, odnosno pretpostavka da se pomeranja u pravcu ose ·stapa
mogu opisati kvadratnom parabolom. Ograni·cenje ove metode je ·sto se mo·ze primeniti
samo na jednostavnijim primerima kao ·sto su slobodno oslonjena greda i konzola sa kon-
centrisanim ili jednakopodeljenim optere¶cenjem. Yaping, Yuanming, Zhang i Yuanlin
[68] su, u nastavku svog prethodnog rada, primenili metodu kona·cnih elemenata i na taj
na·cin uspeli da prora·cun shear lag uticaja kod kompozitnih nosa·ca pro·sire i na grede sa
druga·cijim grani·cnim uslovima. Salim i Davalos [69] su harmonijskom analizom pred-
stavili shear lag model za laminatne tankozidne nosa·ce otvorenog i zatvorenog popre·cnog
preseka koji su optere¶ceni smi·cu¶cim i aksijalnim silama. Izvedeni su uslovi ravnote·ze koji
zadovoljavaju grani·cne uslove i dobijene su eksplicitne formule za prora·cun shear lag-a
za razli·cite popre·cne preseke.
1.3. Obrazlo·zenje o potrebama istra·zivanja
Potrebe istra·zivanja shear lag-a kod kompozitnih tankozidnih nosa·ca javile su se
zbog sve ve¶ce upotrebe kompozitnih materijala kako u grad¹evinarstvu tako i u drugim
granama industrije. Zbog svojih povoljnih mehani·ckih karakteristika, pre svega male
sopstvene te·zine nasuprot velikim ·cvrsto¶cama i krutostima koje posti·zu, imaju zna·cajnu
prednost u odnosu na tradicionalne grad¹evinske materijale. Primena kompozitnih ma-
terijala u tankozidnim konstrukcijama postaje sve ve¶ca, stoga se daje sve ve¶ci zna·caj
na·cinu prora·cuna ovih konstrukcija. Problem prora·cuna je mnogo kompleksniji u odnosu
na homogene tankozidne nosa·ce, pa se javlja potreba za podrobnijim ispitivanjem ovog
problema.
Ispitivanje uticaja shear lag-a je neophodno sa aspekta ekonomi·cnosti i sigurnosti
konstrukcije. Zbog neravnomerne raspodele normalnih napona veoma je bitno poznavati
uticaj sher lag-a kako ne bi do·slo do precenjivanja nosivosti konstrukcije. Ovo je posebno
zna·cajno kod nosa·ca sa ·sirokim pojasevima gde je nelinearna raspodela normalnih napona
jo·s vi·se izra·zena.
Uticaj shear lag-a je prepoznat i istra·zuje se ve¶c vi·se decenija ali nije razvijena ni
jedna teorija koja bi bila jednostavna poput teorije Vlasova ili Timoshenka. Primena
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metode kona·cnih elemenata, koja je formulisana na osnovu datih teorijskih razmatranja i
koja se e¯kasno mo·ze primeniti u re·savanju problema shear lag-a kompozitnih tankozidnih
nosa·ca otvoreno-zatvorenog popre·cnog preseka, predstavlja jedno od najjednostavnijih
re·senja, i deo je istra·zivanja u ovom radu.
1.4. Hipoteze istra·zivanja
Polazi·ste istra·zivanja u disertaciji je svakako teorija Vlasova, koja predstavlja osnov
za dalju nadogradnju i izvod¹enje teorijskih razmatranja. Zbog uvedenih pretpostavki u
teoriji Vlasova, analiza shear lag-a je onemogu¶cena te je istra·zivanje nastavljeno u pravcu
upotrebe nove funkcije deplanacije. Krivljenje preseka koje izaziva normalne napone du·z
ose nosa·ca sada zavisi od aksijalnog pomeranja ·cvornih ta·caka kao i pomeranja nosa·ca
kao krute celine. Na taj na·cin fenomen shear lag-a je mogu¶ce registrovati i pratiti. Zbog
prirode materijala koji se primenjuje u razmatranjima primenjena je teorija laminata.
Razvijanje matemati·ckog modela se zasnivalo na primeni metode kona·cnih elemenata a
sastavljanje programa za prora·cun je zahtevalo osnove programiranja, te je i ono bilo
jedan od delova istra·zivanja.
1.5. Ciljevi istra·zivanja
Osnovni cilj istra·zivanja je bio da se na osnovu teorijske analize, zasnovane na uve-
denim hipotezama, formira matemati·cki model koji bi omogu¶cio pouzdan uvid u shear
lag uticaj kod kompozitnih, laminatnih tankozidnih nosa·ca otvorenog i/ili zatvorenog
popre·cnog preseka. S obzirom da je ovaj problem de¯nisan sistemom spregnutih diferenci-
jalnih jedna·cina, za koji se ne mogu na¶ci re·senja u zatvorenom obliku, kao cilj istra·zivanja
je, takod¹e, postavljen zadatak da se re·senje dobije primenom metode numeri·cke analize.
Primenjen je postupak ¯zi·cke diskretizacije razmatranog domena u okviru koga je de¯-
nisan kona·cni elemenat zasnovan na prethodnim teorijskim razmatranjima.
1.6. Primenjene metode istra·zivanja
Istra·zivanja u ovoj disertaciji baziraju se na primeni odgovaraju¶ce metodologije
nau·cno-istra·ziva·ckog rada u skladu sa metodama savremene nauke, kao i na osnovu
uvida u dostupnu literaturu. Za analizu tankozidnih kompozitnih nosa·ca, proizvoljnog
popre·cnog preseka, formiran je matemati·cki model koji je de¯nisan na osnovu predlo·zene
funkcije deplanacije, koja se mo·ze primeniti na nosa·ce proizvoljnih popre·cnih preseka. Pri
tome su kori·s¶cene osnovne metode matemati·ckog modeliranja problema, kao i metoda
¯zi·cke diskretizacije u cilju numeri·ckog re·senja problema, uz primenu konkretizacije i
komparativnih metoda potvrde dobijenih numeri·ckih rezultata. Modeliranje materijala
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je izvr·seno saglasno teoriji laminata. Napisan je program za analizu tankozidnih kom-
pozitnih ·stapova proizvoljnog otvorenog i/ili zatvorenog popre·cnog preseka.
1.7. Primenljivost rezultata istra·zivanja
Rezultati istra·zivanja nalaze primenu pri prora·cunu konstrukcija sastavljenih od
tankozidnih kompozitnih nosa·ca razli·citih vrsta i oblika popre·cnog preseka primenljivih u
avioindustriji i brodogradnji, a danas sve vi·se dobijaju na zna·caju pri izgradnji razli·citih
objekata. U svrhu realizacije postavljenih ciljeva urad¹en je program koji omogu¶cava
projektantima optimalno dimenzionisanje kao i pouzdanije i ekonomi·cnije projektovanje
konstrukcija navedenog tipa.
1.8. Kratak prikaz sadr·zaja rada
U prvom poglavlju de¯nisan je predmet i problem istra·zivanja. Dat je pregled stavova
u podru·cju istra·zivanja uz obrazlo·zenje o potrebama istra·zivanja. Postavljene su hipoteze
istra·zivanja i ciljevi. Opisane su primenjene metode u ovom istra·zivanju. Nazna·cene su
metode u kojima rezultati istra·zivanja mogu biti primenjeni i dat je kratak sadr·zaj rada.
Saglasno materijalima koji se primenjuju u istra·zivanju, u drugom poglavlju de¯-
nisan je pojam kompozitnih materijala i prikazane su osnove teorije laminata.
U tre¶cem poglavlju su postavljene osnovne pretpostavke i prikazane su deformacijske
i naponske veli·cine tankozidnog kompozitnog ·stapa proizvoljnog popre·cnog preseka. Na
osnovu principa virtualnih pomeranja izvedeni su uslovi ravnote·ze.
Metodom kona·cnih elemenata su, u ·cetvrtom poglavlju, izvedene linearne matrice
krutosti. Posmatrana su dva elementa, sa i bez uticaja transverzalnih sila od savijanja
na deformaciju nosa·ca.
Numeri·cka analiza i diskusija rezultata dobijenih na osnovu napisanog programa
prikazani su u poglavlju pet.
·Sesto poglavlje sadr·zi opisan ra·cunarski program razvijen na osnovu teorijskih raz-
matranja u prethodnim poglavljima sa detaljnim uputstvima za njegovu primenu.
U sedmom poglavlju date su zavr·sne napomene i izvedeni zaklju·cci.
92. Kompozitni materijali i teorija laminata
2.1. Kompozitni materijali
Kompozitni materijali su strukture koje se dobijaju kombinacijom dva elementa:
vlakna i matrice (slika 2). Osnovna karakteristika kompozita je da oni poprimaju svo-
jstva druga·cija od njihovih izvornih komponenti. Cilj je da se pobolj·saju strukturne,
termi·cke, hemijske ili neke druge karakteristike pojedina·cnih materijala. Komponente
se med¹usobno ne me·saju, odnosno svaka od izvornih komponenti zadr·zava svoje ¯zi·cke,
hemijske i mehani·cke karakteristike, tako da se uvek vidi jasna razlika izmed¹u vlakna i
matrice.
vlakna matrica kompozit
Slika 2: Kompoziti oja·cani vlaknima
Vlakna su osnovni nosivi element kompozita koji kompozitu daje ·cvrsto¶cu a matrica
ima zadatak da vlakna dr·zi zajedno, da obavlja ravnomernu raspodelu uticaja na svako
vlakno i da ·stiti vlakna od spoljnih uticaja. Vlakna mogu biti isprekidana, neprekidna u
jednom pravcu, neprekidna u oba pravca, talasasta u jednom ili oba pravca. Materijali
koji se upotrebljavaju za izradu vlakana mogu biti od ·celika, aluminijuma, bakra, gvo·zd¹a,
stakla, gra¯ta itd. Matrice mogu biti polimerne, ugljeni·cne, metalne, kerami·cke i dr.
Svojsta matrice odred¹uju i svojsta kompozita, kao i ograni·cenja u primeni. Kompozitni
materijali se mogu podeliti na:
² Kompozite oja·cane vlaknima;
² Kompozite oja·cane ·cesticama;
² Laminatne kompozitne materijale (sastoje se od lamina ili slojeva).
Prednosti kompozitnih materijala su raznolike, po·cev·si od toga da su u·stede na ma-
terijalu zna·cajne, jer kompozitni materijali posti·zu zna·cajnu ·cvrsto¶cu i krutost u odnosu
na malu sopstvenu te·zinu. Zatim, kompozitni materijali imaju veliku otpornost na ko-
roziju, na visoke temperature, kao i dobre seizmi·cke i akusti·cke karakteristike. Postoji
mogu¶cnost oblikovanja i izrade vrlo slo·zenih oblika, kao i mogu¶cnost spajanja delova
tokom samog postupka proizvodnje. U tabeli 1 date su karakteristike materijala koje
pokazuju prednost kompozitnog materijala u odnosu na tradicionalne grad¹evinske ma-
terijale.
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Tabela 1: Karakteristike materijala
Modul Relativna
Materijal elasti·cnosti ·Cvrsto¶ca gustina
[GPa] [MPa] [g/cm3]
·Celik 203 600-2000 7.8
Aluminijum 75 70-80 2.3
Kompozit (oja·can karbonskim vlaknima) 230 3200 1.8
Pored niza prednosti koje kompoziti poseduju, postoji i neki manji broj nedostataka
ovog materijala. Prvi i osnovni nedostatak kompozitnih materijala je njihova relativno
visoka cena ko·stanja. Zatim, matrica je podlo·zna spolja·snjem uticaju i vremenskoj
degradaciji, a usled o·ste¶cenja matrice dolazi do o·ste¶cenja vlakana i naglog slabljenja
kontrukcije. Usled brojnih ulaznih podataka prora·cun ovih konstrukcija je zahtevan i
obiman. Jo·s jedan od problema koji se javlja kod laminatnih kompozitnih materijala
jeste problem kod spajanja, odnosno lepljenja slojeva.
Primena kompozitnih materijala je obimna u raznim granama industrije. Na primer,
kompoziti se primenjuju u avioindustriji za izradu spolja·snjih delova aviona, komponenti
motora kao i delova koji su izlo·zeni visokim temperaturama. Spolja·snji delovi aviona se
prave od kompozita koji poseduje odgovaraju¶cu kombinaciju ·cvrsto¶ce, krutosti, otpornosti
na koroziju i male te·zine.
Kompoziti imaju ·siroku primenu u izradi delova automobila. Oni u velikoj meri mogu
da zamene ·celi·cne delove automobila i na taj na·cin smanje te·zinu, samim tim i potro·snju
goriva. Jedna od primena kompozita je oja·canje automobilskih guma, kao i sigurnosnog
stakla kao kompozita kod kog plasti·cno vezivo sjedinjuje deli¶ce stakla i spre·cava rasipanje
stakla prilikom loma.
Zbog velike krutosti i male te·zine kompoziti se koriste za izradu sportske opreme,
kao ·sto su skije, ·stapovi za golf, ·stapovi za pecanje, teniski reketi, vesla itd.
U grad¹evinarstvu se kompozitni materijali primenjuju kod plo·ca, ljuski, greda, obloga,
a u poslednje vreme nalaze sve ve¶cu primenu kod sanacija konstrukcija. Posebno treba
ista¶ci primenu tankozidnih elemenata u kompozitnim konstrukcijama, koji se sastoje od
laminata kombinovanih od tankih plo·ca. Slojevi mogu biti razli·citih debljina sa naj·ce·s¶ce
uniaksijalnim rasporedom vlakana u svakom pojedinom sloju.
Slojeviti kompoziti se dobijaju lepljenjem, valjanjem, presovanjem, lemljenjem, itd.
Svojsta ovih kompozita su izrazito anizotropna. Kompoziti sa vlaknima u jednom pravcu
imaju optimalne vrednosti ·cvrsto¶ce i krutosti ako optere¶cenje deluje u pravcu vlakana,
ali su mu svojstva lo·sija ako je optere¶cenje upravno na pravac vlakana. Da bi se postigla
dobra svojstva u vi·se pravaca, koriste se slojevi sa razli·citom orijentacijom vlakana (slika
3).
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Dimenzije vlakna se de¯ni·su odnosom du·zine l i pre·cnika d. Sa pove¶canjem odnosa
l=d svojstva kompozitnih materijala se pobolj·savaju. Vlakna sa ve¶com du·zinom imaju
bolje karakteristike zato ·sto krajevi svakog vlakna prenose manji deo optere¶cenja nego
ostatak vlakna. Duga vlakna je te·sko proizvesti i ukomponovati u matricu, dok se kratka
vlakna veoma lako spajaju sa matricom, ali daju relativno slabo oja·canje.
Slika 3: Laminat sa razli·citom orijentacijom vlakana
Primena kompozitnih materijala u grad¹evinarstvu tek dobija na zna·caju. Imaju niz
prednosti u odnosu na tradicionalne grad¹evinske materijale pa se o·cekuje ekspanzija nji-
hove primene. Jedini ograni·cavaju¶ci faktor primene ovih materijala je, za sada, relativno
visoka cena.
2.2. Teorija laminata
Vrsta kompozitnih materijala koja ¶ce se izu·cavati u radu su laminatni kompozitni
materijali - laminati. To su elementi koji se sastoje od med¹usobno povezanih slojeva
(lamina). Svaki sloj mo·ze biti razli·cite debljine sa proizvoljnom orijentacijom vlakana
i mo·ze biti izrad¹en od materijala koji mogu imati razli·cite mehani·cke karakteristike.
Povezuju¶ce sredstvo izmed¹u slojeva ima svoje mehani·cke karakteristike. Kombinuju¶ci ova
dva materijala dobija se materijal velike ·cvrsto¶ce i krutosti, male sopstvene te·zine i lakog
oblikovanja. Sa povoljnim izborom orijentacije vlakana u odnosu na spolja·snje optere¶cenje
uticaji u nosa·cu se mogu smanjiti, a dimenzionisanje popre·cnih preseka racionalizovati.






Slika 4: Raspodela napona i deformacija proizvoljnog laminata
Na slici 4 je prikazana pretpostavljena raspodela deformacija, redukovanih koe¯cije-
nata krutosti i napona proizvoljnog laminata. Mo·ze se zaklju·citi da raspored slojeva,
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njihova debljina i orijentacija u laminatu odred¹uje njegove mehani·cke karakteristike,
·cvrsto¶cu i veli·cinu rezultuju¶cih napona i deformacija.
U daljem radu ¶ce se upotrebljavati skra¶cene oznake za raspored i orijentaciju slo-
jeva u laminatu, te su zbog toga data kratka obja·snjenja. Za laminat koji se sastoji od
slojeva razli·cite orijentacije npr. 0o, 30o, 60o, 90o pisa¶ce se [0=30=60=90]. Pisanje slojeva
koji su postavljeni simetri·cno u odnosu na srednju liniju kao npr. [0=90=45=45=90=0]
mo·ze se skra¶ceno pisati kao [0=90=45]S. Ukoliko se neki sloj u laminatu javlja vi·se puta,
[0=0=0=30=30] mo·ze se pisati kao [03=302]. Ako se raspored slojeva ponavlja tada se slo-
jevi koji se ponavljaju mogu grupisati i indeksom se ozna·cava broj ponavljanja kao npr.
[0=45=90=0=45=90] skra¶ceno zapisujemo kao [0=45=90]2.
Laminati spadaju u grupu anizotropnih materijala, po·sto imaju razli·cita svojstva u
razli·citim pravcima, a kao ·sto je poznato u op·stem slu·caju anizotropnog elasti·cnog ma-
terijala broj nezavisnih materijalnih konstanti tenzora elasti·cnosti, koji uspostavlja vezu
izmedju Cauchyjevog tenzora napona i tenzora deformacije, je 21. Veza izmed¹u napona
i deformacija data je jedna·cinom:
¾ij = Cij"ij i; j = 1; 2; 3; :::; 6 (2.1)
gde su:
¾i;j = ¾1; ¾2; ¾3; ¿12; ¿13; ¿23 -komponente tenzora napona
"i;j = "1; "2; "3; °12; °13; °23 -komponente tenzora deformacije
Cij -matrica elasti·cnih koe¯cijenata.
2.2.1. Konstitutivne jedna·cine
Posebna vrsta anizotropnih materijala, koji imaju tri med¹usobno upravne ravni
elasti·cne simetrije, nazivaju se ortotropni materijali. Kod ovih materijala broj neza-
visnih konstanti elasti·cnosti je 9. U tom slu·caju veza izmed¹u deformacijskih i naponskih










C11 C12 C13 0 0 0
C12 C22 C23 0 0 0
C13 C23 C33 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C55 0












Matrica koe¯cijenata elasti·cnosti se mo·ze napisati i u funkciji "in·zenjerskih" kon-
stanti, odnosno modula elasti·cnosti Ei, modula klizanja Gij i Poissonovih koe¯cijenata
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U teoriji laminata deformacija u pravcu normale na ·stap "3 je mala u odnosu na
ostale vrednosti deformacija pa se ona mo·ze zanemariti.























































Q11 Q12 0 0 0
Q12 Q22 0 0 0
0 0 Q44 0 0
0 0 0 Q55 0
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2.2.2. Laminati proizvoljne orijentacije
U prethodnom delu karakteristike materijala ispisane su pretpostavljaju¶ci da se ori-
jentacija vlakana slojeva poklapa sa globalnim koordinatnim sistemom, ·sto u praksi
uglavnom nije slu·caj. Orijentacija vlakana slojeva svakog laminata je odred¹ena karak-
terom problema koji se istra·zuje i prilagod¹ava se spolja·snjem optere¶cenju nosa·ca.
Zbog toga je potrebno izvr·siti transformaciju konstitutivnih jedna·cina da bi se pri-
lagodile globalnim koordinatnim osama. Na slici 5 su prikazane geometrijske ose, odnosno







Slika 5: Orijentacija slojeva laminata
Matrica transformacije je slede¶ca:
T =
266666664
m2 n2 0 0 mn
n2 m2 0 0 ¡mn
0 0 m ¡n 0
0 0 n m 0
¡2mn 2mn 0 0 m2 ¡ n2
377777775
(2.8)
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a £ ugao koji zaklapa z osa sa osom 1 koja odred¹uje pravac vlakana u sloju.
Matri·cna jedna·cina koja uspostavlja vezu izmed¹u napona i deformacija u zse ko-










Q11 Q12 0 0 Q16
Q12 Q22 0 0 Q26
0 0 Q44 Q45 0
0 0 Q45 Q55 0















4 + 2m2n2(Q12 + 2Q66)
Q12 = m
2n2(Q11 +Q22 ¡ 4Q66) + (m4 + n4)Q12
Q16 = [Q11m
2 ¡Q22n2 ¡ (Q12 + 2Q66)(m2 ¡ n2)]mn
Q22 = Q11n
4 +Q22m
4 + 2m2n2(Q12 + 2Q66)
Q26 = [Q11n
2 ¡Q22m2 + (Q12 + 2Q66)(m2 ¡ n2)]mn
Q66 = m










3. Tankozidni kompozitni ·stap proizvoljnog popre·cnog
preseka
3.1. Osnovne pretpostavke
Tankozidni ·stapovi su tela oblika cilindri·cnih ili prizmati·cnih ljuski ·cija je debljina
mala u odnosu na karakteristi·cnu dimenziju popre·cnog preseka ·stapa, dok je karakte-
risti·cna dimenzija popre·cnog preseka mala u odnosu na du·zinu elementa.
Nadalje, posmatra se prav tankozidni ·stap otvorenog ili zatvorenog popre·cnog pre-
seka u Descartesovom koordinatnom sistemu xyz, ·cija je osa z paralelna osi ·stapa. Je-
dini·cni vektori koordinatnih osa obele·zeni su sa ix, iy i iz (slika 6).
Srednja linija (povr·s) popre·cnog preseka, koja deli debljinu zidova cilindri·cnih ili
prizmati·cnih elemenata na dva jednaka dela, je aproksimirana poligonalnom linijom, pri
·cemu se broj segmenata poligona usvaja u zavisnosti od ta·cnosti koja se ·zeli posti¶ci.
Ta·cke u kojima se susti·cu dva ili vi·se segmenata poligona nazivaju se ·cvorne ta·cke.
Pored Descartesovog koordinatnog sistema za opisivanje deformacija ·stapa uvodi se i
koordinatni sistem esz, sa jedini·cnim vektorima n, t i iz.
Slika 6: Proizvoljan prav tankozidni ·stap
Pretpostavke koje se usvajaju su slede¶ce:
a. popre·cni preseci ·stapa su apsolutno kruti u svojoj ravni,
b. pomeranja u pravcu ose ·stapa, du·z srednje linije pro¯la, menjaju se linearno izmed¹u
susednih ·cvornih ta·caka poligona,
c. relativno krivljenje preseka u odnosu na srednju liniju preseka (popre·cna deplanacija)
kvalitativno je odred¹eno re·senjem Saint-Venantove slobodne torzije.
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3.2. Deformacija ·stapa
Polaze¶ci od prve pretpostavke, pomeranja proizvoljne ta·cke u ravni popre·cnog pre-
seka mogu se predstaviti pomo¶cu tri funkcije parametra, pomeranja u = u(z) i v = v(z)
proizvoljno izabrane ta·cke C u pravcima osa x i y i obrtanja preseka ' = '(z) oko te
ta·cke. Komponente pomeranja proizvoljne ta·cke preseka u¤ i v¤ u pravcima x i y, pri
malim uglovima obrtanja (slika 7):
u¤ =u¡ 'y
v¤ =v + 'x
(3.1)
Slika 7: Pomeranje proizvoljne ta·cke popre·cnog preseka
Veza izmed¹u komponenata pomeranja »¤ = »¤(e; s; z) i ´¤ = ´¤(e; s; z) proizvoljne
ta·cke preseka, u pravcima normale i tangente na srednju liniju, i komponenata u¤ i v¤ je
slede¶ca:
»¤ =v¤ sin®+ u¤ cos®
´¤ =v¤ cos®¡ u¤ sin®
(3.2)
gde je ® ugao izmed¹u x i e ose.
Kada se jedna·cina (3.1) uvrsti u (3.2) dobija se:
»¤ =v sin®+ u cos®+ 'hn
´¤ =v cos®¡ u sin®+ 'h
(3.3)
gde su:
hn =x sin®¡ y cos®
h =x cos®+ y sin®
(3.4)
Odstojanja h i hn su po apsolutnoj vrednosti jednaka odstojanjima normale i tan-
gente u proizvoljnoj ta·cki od proizvoljno izabrane ta·cke C. Oni su pozitivni ako za ravan
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sa pozitivnom z osom kao normalom, jedini·cni vektor n, odnosno t, imaju smer obrtanja
oko ta·cke C suprotan obrtanju kazaljke na satu.
Pomeranje ta·caka w¤ = w¤(e; s; z) u pravcu ose ·stapa mo·ze se razlo·ziti u dva dela.
w¤ = wr + wd (3.5)
Prvi deo predstavlja pomeranje preseka kao ravnog i poti·ce od aksijalnog naprezanja
i savijanja:
wr = w + yÃx ¡ xÃy (3.6)
gde funkcija parametar w = w(z) ozna·cava translatorno pomeranje, a funkcije parametri
Ãx = Ãx(z) i Ãy = Ãy(z) obrtanje preseka oko x i y ose.
Drugi deo aksijalnog pomeranja poti·ce od deplanacije preseka i izra·zen je preko
funkcije deplanacije koju je predlo·zio Proki¶c [3]. Ona predstavlja osnovu daljeg izlaganja











­iwi i = 1; 2; :::; n (3.8)
deplanacija du·z srednje linije preseka koja se pretpostavlja u obliku zbira proizvoda dve
funkcije med¹usobno nezavisnih argumenata.
Za nepoznate parametare pomeranja wi = wi(z) mo·zemo birati pomeranja proizvoljnih
ta·caka na srednjoj liniji preseka. Kako su to naj·ce·s¶ce ·cvorne ta·cke ukupan broj nepoz-
natih wi jednak je broju ·cvorova.
Funkcija ­i = ­i(s) zavisi od na·cina promene pomeranja izmed¹u ·cvorova pre-
seka. Pretpostavljena je linearna raspodela, ·sto je saglasno usvojenoj pretpostavci b.
u poglavlju 3.1, pa funkcija dobija jednostavno geometrijsko zna·cenje (slika 8a, b).
Funkcija ­i ima vrednost jedan u posmatranom ·cvoru i linearno se menja, do vred-
nosti nula u susednim ·cvorovima.
Slika 8: Funkcija deplanacije
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Za popre·cnu deplanaciju, tj. za relativna pomeranja u odnosu na srednju liniju
popre·cnog preseka, usvojena je funkcija:
wed = ¡!'0 (3.9)
Intenzitet deplanacije je odred¹en funkcijom '0 = '0(z), a za funkciju ! = !(e; s) se
usvaja funkcija Saint-Venantove slobodne torzije:
! = hne (3.10)
Uzimaju¶ci u obzir izraze (3.6), (3.8) i (3.9) ukupno aksijalno pomeranje dobija se na
osnovu izraza:
w¤ = w + yÃx ¡ xÃy +
X
i
­iwi ¡ !'0 (3.11)
Ukupan broj aksijalnih parametara pomeranja je n+1, odnosno n pomeranja ·cvornih
ta·caka i pomeranje proizvoljne ta·cke C. Treba uo·citi da je samo n parametara pomeranja
nezavisno, ali ¶ce se u daljem izvod¹enju koristiti svih n+ 1 parametar uz uslov da je:
² normalna sila od napona izazvanih deplanacijom popre·cnog preseka, odnosno da su
bimomenti izazvani aksijalnom deformacijom, jednaki nuli.
3.3. Deformacijske i naponske veli·cine
S obzirom na usvojene pretpostavke, deformacijske veli·cine koje su razli·cite od nule
su dilatacija "z i klizanje °zs i °ez.

























= (v0 + Ãx) sin®+ (u0 ¡ Ãy) cos®
gde ­i;s predstavlja izvod funkcije ­
i po promenljivoj s.
Pri izvod¹enju jedna·cina (3.12), a imaju¶ci pri tome u vidu sliku 7 i jedna·cinu (3.10),























h¡ h = e
(3.13)
Kako se radi o anizotropnom materijalu, veze izmed¹u napona i deformacija date su
matri·cnom jedna·cinom (2.10) koja je izvedena u poglavlju 2.
Komponentalni naponi koji se, s obzirom na u·cinjene pretpostavke, mogu izjedna·citi



















Vrednosti koe¯cijenata iz jedna·cine (3.15), koji predstavljaju transformisane reduko-




















Imaju¶ci u vidu izraze (3.12) i (3.15), izrazi za normalni i smi·cu¶ce napone mogu se
napisati u razvijenom obliku, u funkciji parametara pomeranja, kao:
¾z =Q11
Ã






























(v0 + Ãx) sin®+ (u0 ¡ Ãy) cos®
!
(3.17)
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3.4. Uslovi ravnote·ze
Slika 9: Diferencijalni element ·stapa
Uslovi ravnote·ze su izvedeni primenom principa virtualnih pomeranja. Posmatra se
diferencijalni element ·stapa du·zine dz izmed¹u preseka z i z + dz, na koji deluje spoljno
optere¶cenje p sa komponentama px, py i pz zadatim po jedinici srednje povr·si ·stapa, slika
9.
U proizvoljnoj ta·cki popre·cnog preseka deluje vektor napona ¾
¾ = ¿ez cos®ix ¡ ¿zs sin®ix + ¿ez sin®iy + ¿zs cos®iy + ¾ziz (3.18)
Vektor virtualnih pomeranja ±u, za koji se zahteva da je neprekidna funkcija koordi-
nata i da zadovoljava uvedene pretpostavke o deformaciji ·stapa, mo·ze se usvojiti u istom
obliku kao i vektor stvarnih pomeranja:
±u =±u¤ix + ±v¤iy + ±w¤iz =
=(±u¡ y±') ix + (±v + x±') iy +
Ã







Virtualni parametri pomeranja ozna·ceni su sa pre¯ksom ±, proizvoljne su funkcije
koordinata i ne zavise od stvarnog optere¶cenja ·stapa.
Princip virtualnih pomeranja glasi:
±Rs + ±Ru = 0 (3.20)
gde je sa ±Rs ozna·cen rad spolja·snih sila pri virtualnim pomeranjima ±u, a sa ±Ru odgo-
varaju¶ci rad unutra·snjih sila.
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Imaju¶ci u vidu izraze za vektor napona (3.18) i vektor virtualnih pomeranja (3.19),













¿ 0ez sin® (±v + x±') + ¿
0















































px (±u¡ y±') + py (±v + x±') + pz
Ã






Dvostruki integral se odnosi na povr·sinu preseka, a jednostruki na celokupnu du·zinu
srednje linije preseka.
Rad unutra·snjih sila jednak je negativnom radu komponentalnih napona pri zadatim




(¿ez±°ez + ¿zs±°zs + ¾z±"z) dF (3.23)
Kada se za virtualne deformacije unesu izrazi (3.12), gde se umesto stvarnih pod-






























Ako se jedna·cine rada spolja·snjih i unutra·snjih sila (3.22) i (3.24), sred¹ene po para-
metrima virtualnih pomeranja, uvrste u izraz (3.20) dobija se:






















(¿ 0ez sin®+ ¿
0




























































Po·sto parametri virtualnih pomeranja mogu imati proizvoljne vrednosti, jedna·cina













(¿ 0ez sin®+ ¿
0





(¾0zy ¡ ¿ez sin®¡ ¿zs cos®) dF +
Z
s
pzyds = 0 (3.26)ZZ
F



























Dobijene jedna·cine predstavljaju uslove ravnote·ze tankozidnog kompozitnog ·stapa
proizvoljnog popre·cnog preseka, izra·zene preko naponskih veli·cina.
3.4. Uslovi ravnote·ze 24



































koje redom predstavljaju normalnu silu, transverzalnu silu u x i y pravcu, momente
savijanja oko x i y ose, torzioni moment, dok poslednja dva izraza odred¹uju bimomente.
Spolja·snje raspodeljeno optere¶cenje po jedinici du·zine ·stapa, u pravcu x, y i z ose













Oznakama mx, my, mz, m­i i m! obele·zavaju se spolja·snji raspodeljeni momenti

























Kada se izrazi (3.27), (3.28) i (3.29) uvrste u (3.26) dobijaju se uslovi ravnote·ze
3.4. Uslovi ravnote·ze 25
ispisani preko prese·cnih sila:
N 0 + pz = 0
V 0x + px = 0
V 0y + py = 0
M 0x ¡ Vy +mx = 0
M 0y + Vx +my = 0




¡¡¿zs­i;s¢ dF +m­i = 0 i = 1; 2; : : : ; n
B0! +Mz ¡m! = 0
(3.30)
Uvr·stavanjem veli·cine Mz iz jedna·cine (3.30-8) u jedna·cinu (3.30-6):
Mz = ¡B0! +m! (3.31)
jedna·cine (3.30) se svode na sistem od 6 + n jedna·cina
N 0 + pz = 0
V 0x + px = 0
V 0y + py = 0
M 0x ¡ Vy +mx = 0 (3.32)
M 0y + Vx +my = 0




¡¡¿zs­i;s¢ dF +m­i = 0 i = 1; 2; : : : ; n
Geometrijske karakteristike tankozidnog kompozitnog popre·cnog preseka mogu se


























































































































































































































Prese·cne sile koje se javljaju u uslovima ravnote·ze (3.32) mogu se izraziti preko para-
metara pomeranja tako ·sto se izrazi za napone (3.17) uvr·stavaju u (3.27), vode¶ci ra·cuna o
izrazima za geometrijske karakteristike popre·cnog preseka (3.33) kao i pretpostavci da su
normalne sile izazvane deplanacijom, odnosno bimomenti izazvani aksijalnim pomeranjem
jednaki nuli:
N =Fw0 + SyÃ0x ¡ SxÃ0y + F 1C (v0 + Ãx)¡ F 1S (u0 ¡ Ãy)
Vx =F









¡ F 3SC (v0 + Ãx) + F 3S (u0 ¡ Ãy)¡
X
i
S3S­iwi ¡ S1Se '0
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Vy =F





i ¡ S1C! '00+
+ F 3C (v0 + Ãx)¡ F 3SC (u0 ¡ Ãy) +
X
i










































0 i = 1; 2; : : : ; n
B! =¡ Iy!Ã0x + Ix!Ã0y + I!!'00 ¡ S1C! (v0 + Ãx) + S1S! (u0 ¡ Ãy)¡ I!e'0 (3.34)
Kada se izrazi za prese·cne sile (3.34) uvrste u uslove ravnote·ze (3.32) dobija se sistem
simultanih diferencijalnih jedna·cina:
























i ¡ S1Se '00 = ¡px





+ F 1Cw00 + S1Cy Ã
00





i ¡ S1C! '000+







































00 ¡ F 3C (v0 + Ãx) + F 3SC (u0 ¡ Ãy)¡
X
i
S3C­i wi ¡ S1Ce '0 = ¡mx
























00 ¡ F 3SC (v0 + Ãx) + F 3S (u0 ¡ Ãy)¡
X
i
S3S­iwi ¡ S1Se '0 = ¡my
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Iy!Ã
000



































wi = wi(z) i = 1; 2; : : : ; n
(3.36)
Pogodnim izborom koordinatnog sistema mo·ze se ispuniti uslov:
Sx = 0
Sy = 0 (3.37)
Ixy = 0
Veli·cine koje odred¹uju popre·cnu deplanaciju, odnosno deplanaciju po debljini popre·c-








Uzimaju¶ci u obzir jedna·cine (3.37) i (3.38) diferencijalne jedna·cine (3.35) se pojed-
nostavljuju i dobijaju se slede¶ce jedna·cine po nepoznatim pomeranjima (3.36):
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i ¡ S1Se '00 = ¡px





+ F 1Cw00 + S1Cy Ã
00














































i ¡ F 3C (v0 + Ãx) + F 3SC (u0 ¡ Ãy)¡
X
i























i ¡ F 3SC (v0 + Ãx) + F 3S (u0 ¡ Ãy)¡
X
i
S3S­iwi ¡ S1Se '0 = ¡my
Iy­iÃ
00














¡ I1y­iÃ0x + I1x­iÃ0y ¡ S3C­i (v0 + Ãx) + S3S­i (u0 ¡ Ãy)¡
X
j
I3­i­jwj ¡ I1­ie'0 =
= ¡m­i i = 1; 2; : : : ; n (3.39)
3.5. Grani·cni uslovi
Da bi sistem diferencijalnih jedna·cina (3.39) bio odred¹en potrebno je poznavati
grani·cne uslove. Diferencijalne jedna·cine su drugog reda pa je potrebno poznavati 2N
konturnih uslova, gde N predstavlja ukupan broj nepoznatih veli·cina. Konturni uslovi













i i = 1; 2; :::; n




















i i = 1; 2; :::; n
ili me·sovito, po pomeranjima i po silama. Zvezdica iznad osnovne oznake ozna·cava da se
radi o zadatoj veli·cini.
3.6. Upro·s¶cenje - zanemarenje klizanja usled savijanja
U daljem izlaganju uvedeno je upro·s¶cenje koje podrazumeva zanemarenje deformacije
klizanja u srednjoj ravni ·stapa usled savijanja, koje je povezano sa primenom kona·cnog
elementa tipa II. Ako se usvoji da su obrtanja popre·cnog preseka jednaka prvom izvodu







tada izrazi koji su izvedeni u prethodnim poglavljima postaju:
-pomeranja
u¤ =u¡ 'y
v¤ =v + 'x (3.43)














0 ¡h+ 2e¢ (3.44)
°ez =0































Fw00 ¡ Syv000 ¡ Sxu000 = ¡pz













i ¡ S1Se '00 = ¡px


























00 ¡ F 1Cw0+
+ S1Cy v












S3C­i wi ¡ S1Ce '0 = ¡mx











i ¡ Ixe'00 ¡ F 1Sw0+
+ S1Sy v












S3S­iwi ¡ S1Se '0 = ¡my
¡Iy!v0000 ¡ Ix!u0000 ¡ I!!'0000 + I!e'000 = ¡mz ¡m0!


















wi = wi(z) i = 1; 2; : : : ; n
(3.47)
Diferenciranjem jedna·cine (3.46-4,5) i uvr·stavanjem u (3.46-3,2), dobija se sistem od
4 + n diferencijalnih jedna·cina po nepoznatim pomeranjima (3.47):
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Fw00 ¡ Syv000 ¡ Sxu000 = ¡pz











i ¡ Ixe'000 = m0y ¡ px
Syw











000 = ¡m0x ¡ py
¡Iy!v0000 ¡ Ix!u0000 ¡ I!!'0000 + I!e'000 = ¡mz ¡m0!











I3­i­jwj ¡ I1­ie'0 =
= ¡m­i i = 1; 2; : : : ; n (3.48)
Sistem diferencijalnih jedna·cina (3.48) po nepoznatim pomeranjima (3.47) mo·ze se
pojednostaviti uvod¹enjem upro·s¶cenja (3.37) i (3.38):
























000 = ¡m0x ¡ py











I3­i­jwj ¡ I1­ie'0 =
= ¡m­i i = 1; 2; : : : ; n (3.49)
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4. Primena metode kona·cnih elemenata
S
istem diferencijalnih jedna·cina (3.39), odnosno (3.49) ne mo·ze se re·siti u zatvorenom
obliku, pa je re·senje mogu¶ce na¶ci primenom numeri·ckih postupaka. Metoda kona·cnih
elemenata predstavlja jedan od najjednostavnijih na·cina prora·cuna, te ¶ce biti pred-
met razmatranja u ovom radu. Pri analizi prostornih kona·cnih elemenata, tankozidnog
popre·cnog preseka, uvodi se lokalni koordinatni sistem xyz ·cija osa z prolazi kroz te·zi·sne
ta·cke popre·cnih preseka, a ose x i y se poklapaju sa glavnim centralnim osama inercije
preseka. Matrica krutosti se dobija kada se sve stati·cke i kinemati·cke veli·cine izraze u
odnosu na usvojeni lokalni koordinatni sistem.
Primenom metode kona·cnih elemenata pomeranja proizvoljnog elementa izra·zena su
u funkciji vrednosti pomeranja ·cvornih ta·caka elementa u:
u = Nq (4.1)
gde je N matrica interpolacionih funkcija, a q vektor ·cvornih pomeranja.
Osnovna jedna·cina ravnote·ze, napisana u matri·cnom obliku glasi:
K ¢ q = R¡Q (4.2)
gde je:
² K - matrica krutosti
² R - vektor spolja·snjeg optere¶cenja
² Q- vektor ravnote·znih ·cvornih sila.
Na osnovu razmatranja u prethodnom poglavlju de¯nisa¶ce se dva tipa elementa sa
razli·citim polaznim pretpostavkama. Prvi tip elementa baziran je na teoriji Timoshenka,
odnosno uticaj transverzalnih sila na deformaciju se uzima u obzir. Drugi tip elementa
zanemaruje uticaj transverzalnih sila na deformaciju, odnosno usvaja se pretpostavka da
popre·cni preseci i nakon deformacije ostaju ravni i upravni na srednju liniju ·stapa.
4.1. Kona·can element I
4.1.1. Osnovne karakteristike elementa
Na slici 10 prikazan je pravolinijski, prostorni tankozidni elemenat, proizvoljnog,
nedeformabilnog popre·cnog preseka, proizvoljne du·zine L.
Svaki element ima dva glavna ·cvora, u krajnjim presecima, sa po 6 + n stepeni
slobode pomeranja ui; vi; wi; Ãxi; Ãyi; 'i; w1i; w2i; :::; wni i srednji ·cvor, na sredini raspona
elementa, sa pet stepeni slobode pomeranja u2; v2; Ãx2; Ãy2; '2.
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Slika 10: Kona·can element I
4.1.2. Vektor pomeranja







cos® sin® 0 0 0 hn 0 0 ::: 0 ::: 0
¡ sin® cos® 0 0 0 h 0 0 ::: 0 ::: 0

















Vektor osnovnih nepoznatih u ·cvorovima obele·zava se sa:
q =
£




qu = [u1; u2; u3]
T
qv = [v1; v2; v3]
T
qw = [w1; w3]
T
qÃx = [Ãx1; Ãx2; Ãx3]
T
qÃy = [Ãy1; Ãy2; Ãy3]
T
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q' = ['1; '2; '3]
T
qw = [wi1; wi3]
T i = 1; 2; :::; n (4.5)
Za interpolacione funkcije pomeranja u; v; Ãx; Ãy; ' usvojena je kvadratna funkcija,




Ãx = NqÃx (4.6)
Ãy = NqÃy
' = Nq'




1¡ 3» + 2»2 4» (1¡ ») ¡ » (1¡ 2»)¤







Smenom (4.6) u (4.3) uspostavlja se veza izmed¹u pomeranja proizvoljnih ta·caka








N cos® N sin® 0 0 0 hnN 0 : : : 0 : : : 0
¡N sin® N cos® 0 0 0 hN 0 : : : 0 : : : 0
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4.1.3. Linearna matrica krutosti

















Uvr·stavanjem (4.9) u (4.10) dobija se





















0 0 N0w yN
0 ¡xN0 ¡!N00 ­1N0w : : : ­iN0w : : : ­nN0w
¡N0 sin® N0 cos® 0 N cos® N sin® (h+ 2e)N0 ­1;sNw : : : ­i;sNw : : : ­n;sNw
N0 cos® N0 sin® 0 N sin® ¡N cos® 0 0 : : : 0 : : : : 0
3775
(4.13)
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za linearnu matricu krutosti elementa I dobija se:
K =266666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666666664
F 3SK1+ ¡F 3SCK1+ ¡F 1SK3 ¡S1Sy K1¡ S1Sx K1¡ ¡S1Se K1 ¡S1S­iK3¡
+F 2CK1 +F 2SCK1 ¡F 3SCK5+ ¡F 3SK5¡ : : : ¡S3S­iK12 : : :
+F 2SCK5 ¡F 2CK5
F 3CK1+ F 1CK3 S1Cy K1+ ¡S1Cx K1+ S1Ce K1 S1C­i K3+
+F 2SK1 +F 3CK5+ +F 3SCK5¡ : : : +S3C­i K12 : : :
+F 2SK5 ¡F 2SCK5
simetri·cno FK2 F 1CK8 F 1SK8 0 : : : 0 : : :





e K4 : : : +I
1
y­iK12+ : : :
+S1Cy K5+ +F
3SCK6¡ +S1C­i K13+
F 3CK6+ ¡F 2SCK6 +S3C­i K10
+F 2SK6
IxxK1¡ ¡IxeK1+ ¡Ix­iK3¡
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Pri izvod¹enju gornje matrice krutosti vodilo se ra·cuna o usvojenim upro·s¶cenjima
(3.37) i (3.38), i uslovu da je normalna sila od napona izazvanih deplanacijom popre·cnog
preseka, odnosno da su bimomenti izazvani aksijalnom deformacijom, jednaki nuli. Veli·cine
koje odred¹uju geometrijske karakteristike popre·cnog preseka u matrici krutosti (4.20)
odred¹ene su izrazima (3.33).
4.2. Kona·can element II
4.2.1. Osnovne karakteristike elementa
Slika 11: Kona·can element II
Ako se zanemari uticaj transverzalnih sila na deformaciju dobija se klasi·can ·stap
za koji va·zi Bernoullijeva hipoteza o ravnim presecima (slika 11). Obrtanje popre·cnog








·Cvorovi, koji su predstavljeni te·zi·snim ta·ckama krajnjih popre·cnih preseka elementa,
imaju po 6 + n stepeni slobode pomeranja ui; vi; wi; Ãxi; Ãyi; 'i; w1i; w2i; :::; wni
Za posmatrani elemenat va·ze sve pretpostavke i napomene koje su date za elemenat
opisan u poglavlju 4.1.
4.2.2. Vektor pomeranja
Izrazi za pomeranja proizvoljne ta·cke popre·cnog preseka mogu se izraziti u ma-
tri·cnom obliku u funkciji generalisanih pomeranja ose elementa i pomeranja ·cvornih
ta·caka poligonalnog preseka:







cos® 0 sin® 0 hn 0 0 0 : : : 0 : : : 0
¡ sin® 0 cos® 0 h 0 0 0 : : : 0 : : : 0

















Vektor osnovnih nepoznatih u ·cvorovima na krajevima elementa obele·zava se sa:
q = [qu;qv;q';qw;qw1 ; :::;qwi ; :::;qwn ]
T (4.23)
gde su:






qv = [v1;¡v01; v2;¡v02]T
q' = ['1; '2]
T (4.24)
qw = [w1; w2]
T
qw = [wi1; wi3]
T i = 1; 2; :::; n
Za interpolacione funkcije pomeranja u i v usvojeni su Hermiteovi polinomi prve
vrste, a za pomeranja ';w;w1; w2; :::; wn linearna promena izmed¹u ·cvorova:
u = Nuqu
v = Nvqv
' = Nq' (4.25)
w = Nqw




1¡ 3»2 + 2»3 L ¡» ¡ 2»2 + »3¢ 3»2 ¡ 2»3 L ¡¡»2 + »3¢¤
Nv =
£
1¡ 3»2 + 2»3 L ¡¡» + 2»2 ¡ »3¢ 3»2 ¡ 2»3 L ¡»2 ¡ »3¢¤ (4.26)
N = [1¡ » »]






Smenom (4.25) u (4.22) uspostavlja se veza izmed¹u pomeranja proizvoljnih ta·caka








Nu cos® Nv sin® hnN 0 0 : : : 0 : : : : 0
¡Nu sin® Nv cos® hN 0 0 : : : 0 : : : 0



























4.2.3. Linearna matrica krutosti
Polaze¶ci od jedna·cina (4.10), (4.11) i (4.12) za matricu B dobija se:
B =
2664
¡xN00u ¡yN00v ¡!N00 N ­1N0 :: ­iN0 :: ­nN0















[¡6 + 12» L(4¡ 6») 6¡ 12» L(2¡ 6»)] (4.31)
N00 = [0 0]
Imaju¶ci u vidu izraz (4.14) dobija se:
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tako da se dobija:
BTDB =
26666666666666666666666666666666666666666664
x2Q11N1 xyQ11N2 ¡xQ16(h+ 2e)N4 ¡xQ11N4 : : : ¡x­iQ11N4¡ : : :
¡x­i;sN10
y2®Q11N3 ¡yQ16(h+ 2e)N5 ¡yQ11N5 : : : ¡y­iQ11N5¡ : : :
¡y­i;sQ16N11
sim. Q66(h+ 2e)2N6 Q16(h+ 2e)N6 : : : ­iQ16(h+ 2e)N6+ : : :
+­i;sQ66(h+ 2e)N7











Integracijom ·clanova matrice (4.34), uz usvajanje istih zanemarenja kao i kod kona·cnog
elementa I, za linearnu matricu krutosti elementa II dobija se:
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K =
2666666666666666666666666666666666666666664
IxxK1 0 ¡IxeK4 0 : : : ¡Ix­iK4¡ : : :
¡I1x­iK10
IyyK3 ¡IyeK5 0 : : : ¡Iy­iK5¡ : : :
¡I1y­iK11
simetri·cno I1eeK6 0 : : : I­ieK6+ : : :
+I1­ieK7
FK6 : : : 0 : : :
...
I­i­jK6+















































































































































































































Geometrijske karakteristike popre·cnih preseka odred¹ene su izrazima (3.33).
4.3. Geometrijske karakteristike popre·cnog preseka
Geometrijske karakteristike popre·cnog preseka izra·cunavaju se odred¹ivanjem vred-
nosti integrala datih u jedna·cinama (3.33).









h = x cos®+ y sin®
hn = x sin®¡ y cos®
(4.38)
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Slika 12: Segment izmed¹u dve ·cvorne ta·cke
Pored Descartesovog koordinatnog sistema xCy uvodi se i koordinatni sistem vezan
za srednju liniju ·stapa. Veza izmed¹u koordinata je slede¶ca:
x = x+ e cos®
y = y + e sin®
(4.39)
gde su x i y koordinate ta·caka srednje linije pro¯la u koordinatnom sistemu xCy.
Funkcija deplanacije, kao i njeni izvodi, mogu se zapisati na slede¶ci na·cin:


























Vode¶ci ra·cuna da je integral proizvoda ortogonalnih funkcija jednak nuli i uvr·stava-
njem izraza (4.37) - (4.41) u izraze za geometrijske karakteristike popre·cnog preseka (3.33)





































































































































































































































































































































































































































Integraljenjem izraza (4.42) po du·zini ·stapa dobijaju se izrazi napisani eksplicitno u






















































































































































































































































































































































































U izrazima (4.43) sa ns je ozna·cen zbir po svim stranama poligonalnog preseka, a sa
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i zbir po strana poligonalnog preseka koje se susti·cu u ·cvoru i.
4.4. Modi¯kacija matrice krutosti elementa
U slu·caju kona·cnog elementa tipa I broj nepoznatih pomeranja qs srednjeg neoptere-
¶cenog ·cvora mo·ze se izraziti u funkciji parametara pomeranja krajnjih ·cvorova qk. Na taj
na·cin dobija se kondenzovana matrica krutosti elementa sa smanjenim ukupnim brojem
nepoznatih pomeranja.
S obzirom na to da su parametri pomeranja, koji odgovaraju sporednim stepenima















i po·sto je vektor ·cvornih sila Fs jednak nuli, dobija se:
qs = ¡K¡1ss Kskqk (4.45)






odakle sledi izraz za modi¯kovanu matricu krutosti elementa:
K = Kkk ¡KksK¡1ss Ksk (4.47)
4.5. Matrica transformacije
Analiza elementa najlak·se se sprovodi u lokalnom koordinatnom sistemu. Lokalni ko-
ordinatni sistemi se u op·stem slu·caju ne poklapaju sa globalnim koordinatnim sistemom,
te je zbog toga neophodno izvr·siti transformaciju sa lokalnih na globalne koordinatne ose,
·sto se posti·ze uvod¹enjem matrice transformacije.
Matrica transformacija uspostavlja vezu izmed¹u glavnih osa inercije elementa, koje
istovremeno de¯ni·su ose lokalnog koordinatnog sistema xyz i osa globalnog koordinatnog
sistema XY Z.
Date su globalne koordinate tri ta·cke: dve ·cvorne ta·cke na krajevima popre·cnog
preseka, (X1; Y1; Z1), (X2; Y2; Z2) i tre¶ce ·cvorne ta·cke, (X3; Y3; Z3), koja odred¹uje polo·zaj
koordinatne ose y. Ako se sa (aX ; aY ; aZ), (bX ; bY ; bZ) i (cX ; cY ; cZ) ozna·ce projekcije je-
dini·cnih vektora a, b i c lokalnih koordinatnih osa na ose globalnog koordinatnog sistema,

































Veli·cine L i d odred¹ene su slede¶cim izrazima:
L =
q
(X2 ¡X1)2 + (Y2 ¡ Y1)2 + (Z2 ¡ Z1)2 (4.51)
d =
q
(X3 ¡X1)2 + (Y3 ¡ Y1)2 + (Z3 ¡ Z1)2 (4.52)
Iz uslova da je jedini·cni vektor a jednak vektorskom proizvodu vektora b i c dobija
se:





3775 = aX iX + aY iY + aZiZ (4.53)
gde su:
aX = bY cZ ¡ bZcY
aY = bZcX ¡ bXcZ (4.54)
aZ = bXcY ¡ bY cX
Sa ovako de¯nisanommatricom transformacije veza izmed¹u jedini·cnih vektora lokalnog










4.6. Matrica krutosti kona·cnog elementa u globalnom koordi-
natnom sistemu
Da bi se izvr·sila transformacija matrice krutosti elementa iz lokalnog u globalni koor-
dinatni sistem, potrebno je prethodno formirati preured¹ene matrice krutosti elemenataK,
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koje odgovaraju vektorima ·cvornih pomeranja ·cije su komponente napisane u redosledu
koji je pogodniji za transformaciju:
Element I
q = [u1 v1 w1 Ãx1 Ãy1 '1 w11 ::: wi1 ::: wn1
u3 v3 w3 Ãx3 Ãy3 '3 w13 ::: wi3 ::: wn3 (4.56)
u2 v2 Ãx2 Ãy2 '2]
T
Elemenat II
q = [u1 v1 w1 ¡ v01 u01 '1 w11 ::: wi1 ::: wn1
u2 v2 w2 ¡ v02 u02 '2 w12 ::: wi1 ::: wn1]T
(4.57)
Ako se sa q¤ ozna·ci vektor generalisanih pomeranja ·ciji su elementi projekcije para-
metara pomeranja krajnjih popre·cnih preseka elementa u pravcima globalnih koordinat-
nih osa:
q¤ = [uX1 uY 1 uZ1 ÃX1 ÃY 1 ÃZ1 w11 ::: wi1 ::: wn1
uX2 uY 2 uZ2 ÃX2 ÃY 2 ÃZ2 w12 ::: wi2 ::: wn2]
T
(4.58)
veza izmed¹u vektora pomeranja u globalnom i lokalnom koordinatnom sistemu odred¹ena
je relacijom:
q = T ¢ q¤ (4.59)
gde je T ukupna matrica transformacije koja se mo·ze predstaviti preko matrice transfor-
macije date izrazom (4.48):
T =
26666666666666666666664
t 0 : : : 0 : : : 0 0 : : : 0 : : :










t 0 : : : 0 : : : :
t : : : 0 : : :
...





Ako se sa F¤ ozna·ci vektor ·ciji su elementi projekcije ·cvornih sila kona·cnog elementa
u pravcima globalnih koordinatnih osa:
F¤ = [FX1 FY 1 FZ1 MX1 MY 1 MZ1 B11 ::: Bi1 ::: Bn1
FX2 FY 2 FZ2 MX2 MY 2 MZ2 B12 ::: Bi2 ::: Bn2]
T
(4.61)
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primenom uslova jednakosti virtualnog rada sila pri virtualnim pomeranjima, u odnosu
na lokalni i globalni koordinatni sistem, dobija se:
±U = ±qTF = ±q¤TF¤ = ±q¤TTTF (4.62)
iz ·cega sledi da je:
F¤ = TTF (4.63)
gde je F vektor ·cvornih sila u lokalnom koordinatnom sistemu.
Primenom izraza (4.59) i (4.63) mo·ze se uspostaviti veza izmed¹u matrice krutosti
elementa u lokalnom i globalnom koordinatnom sistemu:
F¤ = K¤q¤ = TTF = TT
¡
K ¢ q¢ = TTKTq¤ (4.64)
Odnosno:
K¤ = TTKT (4.65)
Matrica T je ortogonalna i va·zi da je TT = T¡1, pa se mogu pisati i inverzni oblici
jedna·cina (4.59), (4.63) i (4.65):
q¤ = TTq
F = TF¤ (4.66)
K = TK¤TT
4.7. Sistemna ta·cka preseka
S obzirom da je primenom funkcije deplanacije, koja je predstavljena u prethod-
nim poglavljima, omogu¶cena analiza nosa·ca koji su sastavljeni od elemenata otvorenog i
zatvorenog popre·cnog preseka, u op·stem slu·caju te·zi·sne ta·cke dva susedna elementa se
ne¶ce poklapati. Zbog toga je potrebno uvesti sistemnu ta·cku popre·cnog preseka, odnosno
potrebno je vektor pomeranja q transformisati u vektor qo ·cije ¶ce se komponente odnositi
na zajedni·cku, sistemnu ta·cku S:
q = Toqo (4.67)
Ako se koordinate te·zi·sne ta·cke popre·cnog preseka, u odnosu na koordinatni sistem
xy paralelan glavnim osama inercije, obele·ze sa xc i yc , mogu se uspostaviti slede¶ce
relacije:
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² za kona·can element I
u = uo ¡ yc'o
v = vo + xc'o
w = wo + ycÃxo ¡ xcÃyo
Ãx = Ãxo (4.68)
Ãy = Ãyo
' = 'o
wi = wio i = 1; 2; :::; n
² za kona·can element II
u = uo ¡ yc'o
v = vo + xc'o
w = wo + ycv
0
o ¡ xcu0o
¡v0 = ¡v0o ¡ xc'0o (4.69)
u0 = u0o ¡ yc'0o
' = 'o
wi = wio i = 1; 2; :::; n
Na osnovu izraza (4.68) i (4.69) mogu se napisati matrice transformacije To za
kona·can element I i kona·can element II:






































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































4.8. Matrica krutosti sistema 61
Matricu transformacije T koja se javlja u izrazima (4.59), (4.63), (4.65) i (4.66) treba
zameniti matricom transformacije Tu
Tu = ToT (4.72)
Matrica transformacije Tu istovremeno uspostavlja vezu izmed¹u lokalnog i globalnog
koordinatnog sistema i transformi·se sve komponente na sistemnu ta·cku preseka.
4.8. Matrica krutosti sistema
U prethodnim poglavljima je re·ceno da je najjednostavnije da se matrice krutosti
elemenata pi·su u lokalnom koordinatnom sistemu, zatim se vr·si transformacija matrica
krutosti iz lokalnog u globalni (zajedni·cki) koordinatni sistem i nakon toga je potrebno
odrediti matricu krutosti sistema.
Matrica krutosti sistema bK dobija se kada se elemetni matrice krutosti pojedinih
elemenata, koji su izra·zeni preko oznaka parametara pomeranja ·cvorova u globalnom ko-
ordinatnom sistemu, postave na odgovaraju¶cu poziciju unutar matrice sistema, i elementi




gde m ozna·cava ukupan broj elemenata u sistemu.




Osnovna jedna·cina ravnote·ze sistema data je jedna·cinom:
bK ¢ bq = bR¡ bQ (4.75)
gde je sa bq ozna·cen vektor generalisanih parametara pomeranja ·cvorova sistema u odnosu
na globalni koordinatni sistem, bR predstavlja vektor zadatog spolja·snjeg optere¶cenja u
·cvorovima nosa·ca ·cije su vrednosti izra·zene u odnosu na globalni koordinatni sistem.
U oslona·ckim ·cvorovima su poznata odgovaraju¶ca pomeranja ·cime se smanjuje uku-
pan broj nepoznatih pomeranja i ukupan broj jedna·cina sistema.
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5. Numeri·cke simulacije i analize
5.1. Uvod
Da bi se potvrdila ta·cnost prethodno izvedenih teorijskih razmatranja i dobila nu-
meri·cka re·senja u prikazanim analizama, napisan je program u programskom jeziku C,
·ciji je dijagram toka sa listingom i opisom ulaznih podataka dat u slede¶cem poglavlju.
Kako je vrlo malo dostupne literature koja izu·cava pojavu shear lag-a kod kompo-
zitnih nosa·ca, rezultati, dobijeni na osnovu izvedene teorije i programa koji je napisan,
radi veri¯kacije su prvo upored¹eni sa dostupnim rezultatima drugih autora, na primerima
tankozidnih nosa·ca sa homogenim popre·cnim presecima. Zatim je urad¹eno nekoliko nu-
meri·ckih analiza deformacije tankozidnih kompozitnih nosa·ca, a rezultati su upored¹eni,
takod¹e, sa poznatim rezultatima iz literature. Analizirana su vertikalna pomeranja i obr-
tanja tankozidnih kompozitnih ·stapova otvorenog i zatvorenog popre·cnog preseka. Na
kraju je analizirana sama pojava shear lag-a kod laminatnih tankozidnih nosa·ca otvorenog
i zatvorenog popre·cnog preseka. Naponsko stanje je odred¹eno za nosa·ce sa razli·citim
uslovima oslanjanja. Parametarska analiza za promenljivu ·sirinu pojasa je prikazana i
analizirana, kao i uticaj orijentacije vlakana na veli·cinu rezultuju¶cih napona. Zatim je
analizirano naponsko stanje tankozidnih kompozitnih nosa·ca kombinovanog popre·cnog
preseka (otvorenog i zatvorenog). Ispitan je uticaj veli·cine otvora i orijentacije vlakana
u slojevima na shear lag. Ta·cnost dobijenih rezultata je potvrd¹ena sa komercijalnim
programskim paketom Ansys [75].
5.2. Analiza sandu·castog preseka
Posmatran je sandu·casti nosa·c du·zine L = 80 cm, vilju·skasto oslonjen na krajevima,
homogenog i izotropnog popre·cnog preseka prikazanog na slici 13. Nosa·c je optere¶cen
koncentrisanom vertikalnom silom na sredini raspona, intenziteta P = 272:2 N (slika 14).
Mehani·cke karakteristike materijala su slede¶ce: E = 3000 MPa, G = 1083 MPa. Nosa·c je
aproksimiran sa 20 ·cvorova u popre·cnom preseku, slika 13, i 16 elemenata du·z ose nosa·ca.
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Slika 13: Popre·cni presek nosa·ca
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40 cm 40 cm
80 cm
P=272.2 N
Slika 14: Stati·cka ·sema nosa·ca
Tabela 2: Normalni naponi na sredini raspona vilju·skasto oslonjene grede [MPa]
Metode Razlika [%]
Ta·cke Element I Element II Zhou [71] MKE [71] Eksp. [71] El.I/Zhou
1 -0.250 -0.251 -0.242 -0.206 -0.212 3.20
2 -0.264 -0.265 -0.257 -0.250 -0.249 2.65
3 -0.357 -0.357 -0.360 -0.351 -0.329 0.84
4 -0.393 -0.393 - - - -
6 -0.357 -0.357 -0.360 -0.354 -0.320 0.84
8 -0.264 -0.265 -0.257 -0.269 -0.260 2.65
10 -0.250 -0.251 -0.242 -0.248 -0.245 3.20
5 0.618 0.620 - - - -
7 0.517 0.518 0.592 0.481 0.574 14.50
9 0.431 0.432 0.424 0.411 0.399 1.62
11 0.409 0.410 0.398 0.399 0.389 2.69
Dobijeni rezultati normalnih napona u odabranim ·cvorovima sredi·snjeg popre·cnog
preseka, na srednjoj liniji ·stapa, tabela 2, kao i dijagram vertikalnih pomeranja du·z ose





























Slika 15: Dijagram vertikalnog pomeranja vilju·skasto oslonjene grede
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Dobijeni rezultati pokazuju dobru saglasnost sa rezultatima objavljenim u radu.
Ne·sto ve¶ca razlika normalnih napona javlja se u ·cvoru 7, ali su za taj presek prime¶cena
rasipanja rezultata dobijena razli·citim metodama, dok su najve¶ca odstupanja vertikalnog
pomeranja na sredini raspona nosa·ca i iznose oko 10%.
5.3. Analiza vertikalnih pomeranja nosa·ca
Analiza vertikalnih pomeranja nosa·ca u zavisnosti od rasporeda slojeva u segmentima
sprovedena je u narednim primerima. Rezultati su upored¹eni sa rezultatima objavljenim
u radu [72]. U prora·cunu je kori·sten kona·can element II.
5.3.1. I popre·cni presek
Posmatra se konzolni nosa·c du·zine L = 25 cm, optere¶cen na slobodnom kraju ver-
tikalnom silom intenziteta P = 10 kN (slika 16). Popre·cni presek nosa·ca je simetri·can
oko ose y, slika 17, sa rasporedom slojeva u no·zicama i rebru kako je dato u tabeli 3.
Karakteristike materijala su: E1 = 53:78 GPa, E2 = 17:93 GPa, G12 = G13 = 8:96 GPa,
G23 = 3:45 GPa. Gra¯·cki prikaz rasporeda slojeva za orijentaciju [45=¡45]2S u segmentu
rebra dat je na slici 18. Nosa·c je aproksimiran sa 8 kona·cnih elemenata, a du·z srednje
linije popre·cnog preseka usvojeno je 19 ·cvornih ta·caka. Vrednosti vertikalnog pomeranja
slobodnog kraja date su u tabeli 4.
25 cm
P=10 kN
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Slika 17: Popre·cni presek nosa·ca
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Tabela 3: Raspored slojeva u popre·cnom preseku
Raspored slojeva Gornja no·zica Donja no·zica Rebro
0 [0]16 [0]24 [0]8
15 [15=¡ 15]4s [15=¡ 15]6s [15=¡ 15]2s
30 [30=¡ 30]4s [30=¡ 30]6s [30=¡ 30]2s
45 [45=¡ 45]4s [45=¡ 45]6s [45=¡ 45]2s
60 [60=¡ 60]4s [60=¡ 60]6s [60=¡ 60]2s
75 [75=¡ 75]4s [75=¡ 75]6s [75=¡ 75]2s
45¡ 90 [0=45=90=¡45]2s [0=45=90=¡45]3s [0=45=90=¡45]2s
Tabela 4: Vertikalno pomeranje slobodnog kraja nosa·ca [cm]
Raspored slojeva u Disertaciji Kim [72] Abaqus [72] D./Kim [%]
0 1.335 1.366 1.426 2.32
15 1.365 1.365 1.419 0.00
30 1.560 1.567 1.608 0.45
45 2.141 2.072 2.101 3.22
60 2.601 2.579 2.606 0.85
75 2.927 2.883 2.919 1.50
45¡ 90 1.865 1.812 1.850 2.84
Slika 18: Orijentacija slojeva u rebru
Vrednosti vertikalnog pomeranja slobodnog kraja konzolnog nosa·ca dobijene razvi-
jenim matemati·ckim modelom se u velikoj meri podudaraju sa rezultatima objavljenim
u radu [72]. Kao ·sto se vidi iz tabele 4 najve¶ca razlika vertikalnog pomeranja je 3:22%.
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5.3.2. C popre·cni presek
Posmatra se obostrano uklje·sten nosa·c, du·zine L = 25 cm sa popre·cnim presekom
simetri·cnim oko ose x, slika 19. Raspored slojeva u no·zicama i rebru dat je u tabeli 5.
Optere¶cenje nosa·ca je vertikalna sila na sredini raspona intenziteta P = 100 kN (slika
20). Karakteristike materijala su: E1 = 53:78 GPa, E2 = 17:93 GPa, G12 = G13 = 8:96
GPa, G23 = 3:45 GPa. Ukupan broj ·cvorova du·z srednje linije popre·cnog preseka je 13 i
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Slika 19: Popre·cni presek nosa·ca
Tabela 5: Raspored slojeva u popre·cnom preseku
Raspored slojeva No·zice Rebro
0 [0]16 [0]8
15 [15=¡ 15]4s [15=¡ 15]2s
30 [30=¡ 30]4s [30=¡ 30]2s
45 [45=¡ 45]4s [45=¡ 45]2s
60 [60=¡ 60]4s [60=¡ 60]2s
75 [75=¡ 75]4s [75=¡ 75]2s





Slika 20: Stati·cka ·sema nosa·ca
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Rezultati vertikalnog pomeranja u sredini raspona nosa·ca, pri razli·citim orijentaci-
jama slojeva, dati su u tabeli 6.
Tabela 6: Vertikalno pomeranje obostrano uklje·stene grede C popre·cnog pre-
seka, u sredini raspona [cm]
Raspored slojeva u Disertaciji Kim [72] Abaqus [72] D./Kim [%]
0 1.376 1.546 1.605 12.35
15 1.237 1.346 1.402 8.81
30 1.148 1.144 1.195 0.35
45 1.302 1.183 1.229 9.14
60 1.568 1.389 1.433 11.41
75 1.790 1.714 1.761 4.25
45¡ 90 1.365 1.311 1.358 3.96
Vrednosti vertikalnog pomeranja na sredini raspona obostrano uklje·stene grede dobi-
jene razvijenim matemati·ckim modelom se za pojedine orijentacije slojeva u velikoj meri
podudaraju sa rezultatima objavljenim u radu [72]. Kao ·sto se vidi iz tabele 6 ne·sto ve¶ca
odstupanja su prime¶cena za orijentaciju vlakana [0]16 i [60=¡ 60]4S.
5.4. Analiza obrtanja popre·cnog preseka nosa·ca
Analiza ugla obrtanja desnog kraja grede otvorenog i zatvorenog popre·cnog preseka
prikazana je u narednim primerima. Za prora·cun je kori·sten tip elementa I.
5.4.1. I popre·cni presek
Ugao obrtanja popre·cnog preseka prikazanog na slici 21 kontrolisan je sa rezultatima
objavljenim u radu [73], za razli·cite orijentacije slojeva. Posmatrana je greda du·zine
L = 100 cm sa dva slu·caja oslanjanja: a. uklje·stenje (spre·ceno obrtanje i deplanacija
preseka)-slobodan oslonac (slobodno obrtanje i deplanacija preseka) i b. greda na jednom
kraju vilju·skasto oslonjena (spre·ceno obrtanje i slobodna deplanacija) a sa druge strane
slobodno oslonjena (slobodno obrtanje i deplanacija preseka). Karakteristike materijala
su: E1 = 53:78 GPa, E2 = 17:93 GPa, G12 = G13 = 8:96 GPa, G23 = 3:45 GPa.
Greda je optere¶cena momentom torzije T = 100 Ncm (slika 22). Du·z srednje li-
nije popre·cnog preseka usvojeno je 17 ·cvornih ta·caka, a nosa·c je aproksimiran sa 17
kona·cnih elemenata. Rezultati ugla obrtanja desnog kraja nosa·ca za dva uslova osla-
njanja: uklje·stenje-slobodan oslonac i vilju·skast oslonac- slobodan oslonac, dati su u
tabeli 7.
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Slika 22: Stati·cka ·sema nosa·ca
Tabela 7: Ugao obrtanja otvorenog popre·cnog preseka
uklje·stenje-slobodan vilju·skast oslonac -
Orijentacija
oslonac Razlika slobodan oslonac Razlika
slojeva
u Disertaciji Kim [73] [%] u Disertaciji Kim [73] [%]
[0]16 0.0972 0.1092 12.34 0.2482 0.2481 0.04
[15¡ 15]4s 0.1019 0.1035 1.57 0.2079 0.2073 0.29
[30=¡ 30]4s 0.0922 0.0959 4.01 0.1565 0.1553 0.64
[45=¡ 45]4s 0.0927 0.0968 4.42 0.1386 0.1377 1.38
[60=¡ 60]4s 0.1077 0.1116 3.62 0.1568 0.1547 1.55
[75=¡ 75]4s 0.1393 0.1416 1.65 0.2079 0.2058 1.07
[0=¡ 45=90=45]2s 0.1115 0.1147 2.87 0.1874 0.1873 0.96
Obrtanje popre·cnog preseka za slu·caj oslanjanja vilju·skasto oslanjanje-slobodan oslo-
nac se u velikoj meri podudara sa vrednostima iz relevantne literature. Najve¶ca razlika
je ispod 2%, dok je za slu·caj oslanjanja uklje·stenje-slobodan oslonac prime¶ceno jedino
ve¶ce odstupanje za orijentaciju slojeva [0]16.
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5.4.2. Zatvoreni popre·cni presek
Ugao obrtanja desnog kraja ·stapa zatvorenog popre·cnog preseka, slika 23, analiziran
je za nosa·c vilju·skasto oslonjen na levom kraju odnosno slobodno oslonjen na desnom
kraju, du·zine L = 200 cm. Nosa·c je optere¶cen momentom torzije intenziteta T = 100
Ncm na desnom kraju nosa·ca (slika 24). Karakteristike materijala su: E1 = 53:78 GPa,
E2 = 17:93 GPa, G12 = G13 = 8:96 GPa, G23 = 3:45 GPa. Du·z srednje linije popre·cnog
preseka usvojene su 24 ·cvorne ta·cke, a nosa·c je podeljen na 16 kona·cnih elemenata.

























Slika 23: Popre·cni presek
200 cm
T=100 Ncm
Slika 24: Stati·cka ·sema nosa·ca
Tabela 8: Ugao obrtanja zatvorenog popre·cnog pre-
seka
Orijentacija slojeva u Disertaciji Kim [74]
[0]16 0.8565 0.8565
[15¡ 15]4s 0.7156 0.7156
[30=¡ 30]4s 0.5384 0.5384
[45=¡ 45]4s 0.4791 0.4791
[60=¡ 60]4s 0.5384 0.5384
[75=¡ 75]4s 0.7156 0.7156
[0=45=90=¡ 45]2s 0.6145 0.6145
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Dobijene vrednosti ugla obrtanja popre·cnog preseka su u saglasnosti sa vrednostima
objavljenim u radu [74]. Kod zatvorenog popre·cnog preseka vrednosti se poklapaju 100%.
5.5. Pomeranja centra smicanja
Kao dokaz ta·cnosti usvojene funkcije deplanacije, koju je predlo·zio Proki¶c [3], ana-
lizirani su slede¶ci nosa·ci. Kako je prethodno navedeno, uvod¹enje centra smicanja nije
neophodno, te je kao dokaz tome u narednim analizama urad¹en prora·cun nosa·ca simetri-
·cnog i nesimetri·cnog popre·cnog preseka, optere¶cenih momentom torzije. Dobijena su
pomeranja i obrtanje te·zi·sta popre·cnog preseka, a na osnovu toga su sra·cunata pomeranja
centra smicanja. Dobijene vrednosti pribli·zno su jednake nuli, ·sto je i trebalo pokazati.
Za prora·cun je kori·sten kona·can element II.
5.5.1. Presek simetri·can oko jedne ose
Vilju·skasto oslonjen nosa·c du·zine L = 100 cm optere¶cen je momentom torzije na
sredini raspona intenziteta T = 2:0 kNcm (slika 25). Popre·cni presek nosa·ca prikazan
je na slici 26. Nosa·c je aproksimiran sa 20 kona·cnih elemenata, a du·z srednje linije
popre·cnog preseka usvojena je 21 ·cvorna ta·cka. Mehani·cke karakteristike materijala su
slede¶ce: E1 = 350 MPa, E2 = 120 MPa, º = 0:25, G12 = 90 MPa, G13 = 80 MPa,
G23 = 60 MPa.
Debljina segmenata u popre·cnom preseku je 0.5 cm i sastoje se od 4 sloja orijentacije
[30/60/-60/-30]. U tabeli 9 su data pomeranja te·zi·sne ta·cke u x i y pravcu, obrtanje
te·zi·sta sredi·snjeg popre·cnog preseka, kao i pomeranja centra smicanja.
50 cm 50 cm
100 cm
T=2.0 kNcm





















Slika 26: Popre·cni presek
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Tabela 9: Pomeranja te·zi·sne ta·cke i centra smicanja
Pomeranje u Pomeranje u







0:05966 ¼ 0 0
5.5.2. Nesimetri·can popre·cni presek
Vilju·skasto oslonjena greda du·zine L = 50 cm, nesimetri·cnog popre·cnog preseka
prikazanog na slici 27, optere¶cena je momentom torzije na sredini raspona intenziteta
T = 2:0 kNcm (slika 28). Mehani·cke karakteristike materijala su iste kao u prethodnom
primeru. Debljina segmenata je 0.4 cm i sastoje se od 4 sloja orijentacije [15/45/-45/-15].
Nosa·c je aproksimiran sa 10 kona·cnih elemenata a du·z popre·cnog preseka usvojeno je 14
·cvornih ta·caka.
U tabeli 10 su data pomeranja te·zi·sne ta·cke sredi·snjeg popre·cnog preseka u x i y















Slika 27: Popre·cni presek
25 cm 25 cm
50 cm
T=2.0 kNcm
Slika 28: Stati·cka ·sema nosa·ca
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Tabela 10: Pomeranja te·zi·sne ta·cke i centra smicanja
Pomeranje u Pomeranje u







0:0350 ¼ 0 0:0608 ¼ 0
5.6. Analiza shear lag-a kod nosa·ca otvorenog popre·cnog pre-
seka
Analiza shear lag uticaja je urad¹ena na nosa·cu I popre·cnog preseka (slika 29).
Ra·cunati su normalni naponi u donjoj no·zici u funkciji rasporeda slojeva u laminatu.
Svaki segment se sastoji od osam slojeva koji su postavljeni simetri·cno u odnosu na sred-
nju liniju popre·cnog preseka. Karakteristike materijala su: E1 = 53:78 GPa, E2 = 17:93
GPa, G12 = G13 = 8:96 GPa, G23 = 3:45 GPa. Du·z ose nosa·ca usvojeno je 16 kona·cnih
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Slika 29: Popre·cni presek
5.6.1. Slobodnooslonjeni nosa·c
Nosa·c je vilju·skasto oslonjen, du·zine L = 25 cm, optere¶cen vertikalnom silom in-
tenziteta P = 100 kN na sredini raspona (slika 30). Na slici 31 dat je prikaz napona u
odgovaraju¶cim ta·ckama na srednjoj liniji ·stapa u zavisnosti od vrste elementa. Naponi
su prikazani za sredi·snji popre·cni presek i orijentaciju slojeva [15=¡15]2S. Po·sto se vred-
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nosti normalnih napona dobijenih primenom kona·cnog elementa I, odnosno kona·cnog
elementa II veoma malo razlikuju, u daljim primerima je kori·sten kona·can element II. U
tabeli 11 su dati rezultati normalnih napona sredi·snjeg popre·cnog preseka u ozna·cenim
·cvornim ta·ckama na srednjoj liniji ·stapa. Re·senje je pored¹eno sa rezultatima dobijenim
komercijalnim programskim paketom Ansys [75].
12.5 cm 12.5 cm
25 cm
P=100 kN































Slika 31: Normalni naponi du·z donje no·zice u zavisnosti od tipa elementa
Na slici 32 dat je prikaz promene normalnih napona za sredi·snji popre·cni presek u






























napon u tački 1
napon u tački 6
Slika 32: Normalni naponi u funkciji orijentacije slojeva




























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































5.6. Analiza shear lag-a kod nosa·ca otvorenog popre·cnog preseka 75
Veri¯kacija razvijenog matemati·ckog modela je potvrd¹ena pored¹enjem rezultata nor-
malnih napona sa vrednostima dobijenim programskim paketom Ansys. Obrad¹eni rezul-
tati su prikazani u tabeli 11, gde se mo·ze primetiti da se razlike kre¶cu do maksimalnih
6%.
Promena normalnih napona sredi·snjeg popre·cnog preseka du·z donje °an·se, na sred-

































Slika 33: Normalni naponi du·z donje no·zice
Mo·ze se zaklju·citi da raspodela shear lag uticaja zavisi od orijentacije slojeva u
laminatu. Konkretno, za ovaj primer optimalna orijentacija je [60=¡ 60]2S zato ·sto je u
tom slu·caju shear lag najmanje izra·zen.
Na slici 34 su prikazani rezultuju¶ci normalni naponi sredi·snjeg popre·cnog preseka u
posmatranim ·cvornim ta·ckama srednje linije ·stapa a u funkciji broja kona·cnih elemenata


































Slika 34: Normalni naponi du·z donje no·zice u funkciji broja kona·cnih elemenata
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Kako je matemati·cki model razvijen primenom metode kona·cnih elemenata, na
ta·cnost rezultata uti·ce i diskretizacija matemati·ckog modela. Na osnovu rezultata prikaza-
nih na slici 34 mo·ze se zaklju·citi da rezultati konvergiraju ka kona·cnoj vrednosti sa
diskretizacijom matemati·ckog modela na 16 elemenata i vi·se.
Na slici 35 su prikazani normalni naponi sredi·snjeg popre·cnog preseka, na srednjoj
liniji ·stapa, u donjoj no·zici, u funkciji usvojenog broja ·cvornih ta·caka du·z srednje linije


















































Slika 35: Normalni naponi u funkciji broja ·cvornih ta·caka du·z donje no·zice
Broj ·cvornih ta·caka kojima se popre·cni presek deli na segmente takod¹e uti·ce na
ta·cnost rezultata. Sa izborom ve¶ceg broja ta·caka dobijaju se precizniji rezultati ·sto se
vidi na slici 35.
5.6.2. Konzolni nosa·c
U slede¶cem primeru prikazan je shear lag uticaj kod konzolnog nosa·ca. U pitanju
je nosa·c popre·cnog preseka prikazan na slici 29, uklje·sten na jednom kraju i optere¶cen
na slobodnom kraju vertikalnom silom intenziteta P = 100 kN (slika 36). Na slici 37
prikazani su normalni naponi u uklje·stenju u donjoj no·zici na srednjoj liniji popre·cnog
preseka u funkciji rasporeda slojeva u laminatu.
25 cm
P=100 kN
Slika 36: Stati·cka ·sema nosa·ca





























0 b/2 -b/2 
Slika 37: Normalni napon u uklje·stenju du·z donje no·zice
Raspored shear lag uticaja kod konzolnog nosa·ca ukazuje koliko je izbor orijentacije
slojeva u laminatu bitan. Sa izborom orijentacije vlakana [0]8 razlika izmed¹u napona na
kraju no·zice i na mestu spoja sa rebrom je preko 35 kN/cm2 dok je za slu·caj orijentacije
[60=¡ 60]2S ta razlika ispod 20 kN/cm2.
5.6.3. Promenljiva ·sirina donje no·zice b
Shear-lag uticaj je posebno izra·zen kod nosa·ca sa ·sirokim no·zicama, te je u ovom
primeru prikazan slu·caj promene napona u funkciji promene ·sirine no·zice. Posmatrani
su slu·cajevi sa ·sirinom no·zice od 3 do 8 cm. Rezultati normalnih napona sredi·snjeg
popre·cnog preseka dati su na slici 38 za slu·caj vilju·skastog oslanjanja grede optere¶cene
sa vertikalnom silom intenziteta P = 100 kN, na sredini raspona (slika 30). Raspored

























b = 3 cm
b = 4 cm
b = 5 cm
b = 6 cm
b = 7 cm
b = 8 cm
-b/2 0 b/2
Slika 38: Normalni napon du·z donje no·zice u funkciji ·sirine no·zice
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Sa pove¶canjem ·sirine no·zice shear lag uticaj se pove¶cava (slika 38). Za ·sirinu no·zice
b = 3 cm razlika izmed¹u napona na kraju no·zice i na mestu spoja sa rebrom je oko 15
kN/cm2 dok je za slu·caj ·sirine no·zice b = 8 cm prime¶cen znatan skok (25 kN/cm2) ·sto
ukazuje na zna·caj prora·cuna shear lag uticaja, pogotovo kod nosa·ca sa ·sirokim pojase-
vima.
5.7. Analiza shear lag-a kod nosa·ca zatvorenog popre·cnog pre-
seka
Uticaj shear lag-a u zatvorenom popre·cnom preseku (slika 39) ispitivan je na nosa·cu
dvo¶celijskog popre·cnog preseka. Nosa·c je vilju·skasto oslonjen, du·zine L = 50 cm. Ra·cunati
su normalni naponi u donjem pojasu u funkciji rasporeda slojeva u laminatu. Svaki
segment se sastoji od osam slojeva koji su postavljeni simetri·cno u odnosu na srednju
liniju. Optere¶cenje je vertikalna sila intenziteta P = 100 kN koja deluje na sredini
raspona (slika 40). Karakteristike materijala su: E1 = 53:78 GPa, E2 = 17:93 GPa,
G12 = G13 = 8:96 GPa, G23 = 3:45 GPa. Du·z ose nosa·ca usvojeno je 18 kona·cnih ele-
menata a popre·cni presek se sastoji od 23 ·cvorne ta·cke. U tabeli 12 su date vrednosti
normalnih napona sredi·snjeg popre·cnog preseka u odred¹enim ·cvornim ta·ckama na sred-
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Slika 39: Popre·cni presek
25 cm 25 cm
50 cm
P=100 kN
Slika 40: Stati·cka ·sema nosa·ca




























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































5.7. Analiza shear lag-a kod nosa·ca zatvorenog popre·cnog preseka 80
Vrednosti normalnih napona u odgovaraju¶cim ·cvornim ta·ckama zatvorenog popre-
·cnog preseka prikazani u tabeli 12 se u velikoj meri poklapaju sa rezultatima dobijenim
programskim paketom Ansys, ·sto ujedno predstavlja i potvrdu razijenog matemati·ckog
modela.
Na slici 41 je dat gra¯·cki prikaz promene napona sredi·snjeg popre·cnog preseka u



































Slika 41: Normalni napon du·z donjeg pojasa
Analizom normalnih napona za razli·cite orijentacije slojeva utvrd¹eno je da je za ovaj
slu·caj optimalna orijentacija [60= ¡ 60]2S zato ·sto je u tom slu·caju shear lag najmanje
izra·zen.
Uporedni prikaz normalnih napona sredi·snjeg popre·cnog preseka na srednjoj liniji
·stapa dobijenih sa napisanim programom i komercijalnim programom Ansys dati su na


































Slika 42: Normalni napon du·z donjeg pojasa
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Na slici 43 date su vrednosti dobijenih napona sredi·snjeg popre·cnog preseka za ori-
jentaciju slojeva u laminatu [30=¡ 30]2S u odgovaraju¶cim ta·ckama srednje linije ·stapa za





























Slika 43: Normalni naponi du·z donjeg pojasa u zavisnosti od tipa elementa
Raspored napona du·z debljine laminatnog tankozidnog ·stapa dat je na slici 44. Nor-
malni naponi su prikazani za ·cvornu ta·cku 1 popre·cnog preseka, za proizvoljan raspored
slojeva [0=15=30=45=60=75=90=105]. Sa slike se mo·ze zaklju·citi koliko orijentacija slojeva
uti·ce na veli·cinu rezultuju¶cih napona u jednom laminatu.
sloj 1 - 0
sloj 2 - 15
sloj 3 - 30
sloj 4 - 45
sloj 5 - 60
sloj 6 - 75
sloj 7 - 90













Slika 44: Normalni naponi du·z debljine donjeg pojasa u ·cvornoj ta·cki 1
5.7.1. Promenljiva ·sirina donjeg pojasa
Kao ·sto je ve¶c re·ceno shear lag uticaj zavisi od ·sirine no·zice pa je na slici 45 prikazana
raspodela normalnih napona u funkciji ·sirine donjeg pojasa. Naponi su prikazani za
sredi·snji popre·cni presek, na srednjoj liniji ·stapa, za orijentaciju slojeva [15=¡ 15]2S.
























b = 4 cm
b = 5 cm
b = 6 cm
b = 7 cm
b = 8 cm
0 b -b
Slika 45: Promena normalnih napona du·z srednje linije ·stapa za razli·cite ·sirine donjeg pojasa
Analizom slike 45 mo·ze se zaklju·citi da ·sirina pojasa ima veliki uticaj na shear lag.
Za ·sirinu b = 4 cm razlika napona na spoju sa donje °a·se sa rebrom i napona na sredini
pojasa je ispod 20 kN/cm2, dok se za slu·caj ·sirine pojasa b = 8 cm ta razlika pove¶cava
na 35 kN/cm2.
5.8. Uticaj otvora na shear lag
Primenom funkcije deplanacije koja je predstavljena u ovom radu omogu¶cena je ana-
liza tankozidnih nosa·ca sa kombinovanim, otvorenim i zatvorenim, popre·cnim presecima
(tankozidni nosa·ci zatvorenog popre·cnog preseka sa otvorima u °an·sama i rebrima).
Otvori se ·cesto koriste u tankozidnim konstrukcijama mostova, automobila, aviona i
brodova kako bi se olak·sao pristup konstrukciji radi pregleda i servisiranja, i omogu¶cio
prolaz elektro, vodovodnih i drugih instalacija. Prisustvo otvora ujedno olak·sava datu
konstrukciju. Analiza ovih nosa·ca prikazana je u narednim primerima.
5.8.1. Otvoreno-zatvoreni popre·cni presek 1
Posmatra se vilju·skasto oslonjen nosa·c, raspona L = 50 cm, popre·cnih preseka
prikazanih na slici 46a, b. Raspored otvora u gornjoj °an·si je prikazan na slici 47.
Svaki segment se sastoji od osam slojeva koji su postavljeni simetri·cno u odnosu na
srednju liniju. Optere¶cenje nosa·ca je vertikalna sila intenziteta P = 100 kN koja deluje
na sredini raspona. Karakteristike materijala su: E1 = 53:78 GPa, E2 = 17:93 GPa,
G12 = G13 = 8:96 GPa, G23 = 3:45 GPa. Du·z ose nosa·ca usvojeno je 18 kona·cnih el-
emenata. U tabeli 13 su prikazani normalni naponi u ozna·cenim ta·ckama srednje linije
·stapa donjeg pojasa, na sredini raspona. Gra¯·cki prikaz normalnih napona sredi·snjeg
popre·cnog preseka du·z donjeg pojasa u funkciji orijentacije slojeva segmenta ·stapa dat je
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na slici 48. Naponi su prikazani za ta·cke na srednjoj liniji ·stapa. Uticaj veli·cine otvora

































Slika 46: Popre·cni preseci








































Slika 48: Normalni napon du·z donjeg pojasa




































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Slika 49: Uticaj veli·cine otvora na normalne napone
5.8.2. Otvoreno-zatvoreni popre·cni presek 2
Analiza normalnih napona je urad¹ena za vilju·skasto oslonjen nosa·c raspona L = 50
cm sa po dva otvora na bo·cnim stranama, slika 50. Popre·cni preseci nosa·ca, na mes-
tima bez i sa otvorom, prikazani na slici 51-a, b. Svaka strana preseka sastoji se od 8
slojeva. Nosa·c je optere¶cen vertikalnom silom intenziteta P = 100 kN koja deluje na
sredini raspona. Du·z ose nosa·ca usvojeno je 18 kona·cnih elemenata. Promena normal-
nih napona u ozna·cenim ta·ckama srednje linije ·stapa donjeg pojasa nosa·ca, na sredini
raspona, prikazana je u tabeli 14, dok je odgovaraju¶ci gra¯·cki prikaz dat na slici 52, i to
za razli·cite orijentacije slojeva.
Uticaj veli·cine otvora na promenu normalnih napona na srednjoj liniji ·stapa u do-
njem pojasu nosa·ca, na sredini raspona, prikazan je na slici 53, za orijentaciju slojeva
[30=¡ 30]2S.
[cm]




Slika 50: Raspored otvora du·z nosa·ca
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Slika 53: Promena normalnih napona du·z srednje linije ·stapa u donjem pojasu nosa·ca za
razli·cite veli·cine otvora
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U prethodnim primerima pokazano je da otvori u popre·cnim presecima du·z ose
nosa·ca tankozidnih ·stapova ima zna·cajan uticaj na veli·cinu shear lag uticaja. Na slici 53
pokazano je kolko se shear lag menja sa pove¶canjem otvora du·z ose nosa·ca. Za veli·cinu
otvora L/10-L/4 (mali otvori) nema zna·cajnih promena, med¹utim sa pove¶canjem otvora
na L/4 dolazi do zna·cajnijeg skoka napona na mestima spoja no·zice i rebra, ·sto govori da
je potrebno obratiti pa·znju kod formiranja nosa·ca sa otvorima jer sa malim pove¶canjem
otvora mo·ze do¶ci do znatnog skoka shear lag uticaja i velike koncentracije napona. Shear
lag uticaj i kod nosa·ca otvoreno-zatvorenog popre·cnog preseka zavisi od orijentacije slo-
jeva, ·sto se vidi na slikama 48 i 52.
89
6. Ra·cunarski program
6.1. Uputstvo za upotrebu programa
Na osnovu teorijskih razmatranja napisan je ra·cunarski program za analizu naponsko-
deformacionih stanja kod kompozitnih tankozidnih ·stapova otvoreno-zatvorenog popre·cnog
preseka. U daljem tekstu ¶ce biti navedena uputstva za njegovu upotrebu.
U prvoj liniji se redom unose vrednosti za:
² Tip elementa (1-Elemenat I, 2-Elemenat II)
² Broj ·cvorova du·z z ose
² Broj oslona·ckih ·cvorova
² Broj elemenata
² Broj grupa elemenata istih karakteristika
² Broj tabela sa integracionim ta·ckama za koje se ·stampaju naponi
² Maksimalan broj ta·caka u tabeli
² Broj integracionih ta·caka u z pravcu (maksimalan broj je 7)
² Broj integracionih ta·caka u s pravcu (maksimalan broj je 7)
U drugoj liniji se unose vrednosti za:
² Broj ·cvora
² Broj stepeni slobode pomeranja
² x koordinata ·cvora
² y koordinata ·cvora
² z koordinata ·cvora
Unos ovih vrednosti se ponavlja za svaki ·cvor du·z z ose.
U slede¶coj liniji se unose grani·cni uslovi (0 - slobodno pomeranje, 1 - spre·ceno pomeranje):
² Broj ·cvora
² Pomeranje u x pravcu
² Pomeranje u y pravcu
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² Pomeranje u z pravcu
² Obrtanje oko ose x
² Obrtanje oko ose y
² Obrtanje oko ose z
² Deplanacija ·cvorne ta·cke 1 popre·cnog preseka
² Deplanacija ·cvorne ta·cke 2 popre·cnog preseka
² .....................................................
² Deplanacija ·cvorne ta·cke n popre·cnog preseka
Unos ovih vrednosti se ponavlja za svaki oslona·cki ·cvor.
U slede¶coj linije se unosi ukupan broj ·cvornih optere¶cenja. Zatim se unose podaci o
optere¶cenju:
² ·Cvor na koji deluje optere¶cenje
² Broj stepeni slobode koji odgovara posmatranoj sili:
1. Sila u pravcu x ose
2. Sila u pravcu y ose
3. Sila u pravcu z ose
4. Momenat oko x ose
5. Momenat oko y ose
6. Momenat oko z ose
7. Bimomenat za ·cvornu ta·cku 1 preseka
8. Bimomenat za ·cvornu ta·cku 2 preseka
9. ..........................................
10. Bimomenat za ·cvornu ta·cku n preseka
² Intenzitet optere¶cenja
Slede podaci o karakteristikama materijala i popre·cnog preseka, redom se unose vrednosti
za:
² Modul elasti·cnosti E1
² Modul elasti·cnosti E2
6.1. Uputstvo za upotrebu programa 91
² Poason-ov koe¯cijent º
² Modul klizanja G12
² Modul klizanja G13
² Modul klizanja G23
² Broj ·cvorova popre·cnog preseka
² Broj stranica konture preseka
Zatim se unose podaci o popre·cnim presecima elementa:
² Broj ·cvora u popre·cnom preseku
² x koordinata ·cvora popre·cnog preseka
² y koordinata ·cvora popre·cnog preseka
Podaci se upisuju za svaki ·cvor popre·cnog preseka.
Slede¶ca linija sadr·zi podatke o segmentima popre·cnog preseka:
² broj ·cvora na jednom kraju segmenta
² broj ·cvora na drugom kraju segmenta
² debljinu segmenta
Kako se radi o laminatnim presecima u slede¶coj linije se unose podaci o slojevima u
segmentu:
² debljina sloja
² rastojanje od sredine sloja do srednje linije segmenta
² orijentacija sloja.
Podaci o segmentima i slojevima se unose za svaki segment popre·cnog preseka.
Slede podaci o elementima, u prvoj linije se redom unose:
² broj elementa
² broj ·cvora na jednom kraju elementa
² broj ·cvora na drugom kraju elementa
² broj ·cvora koji odred¹uje yz ravan
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² broj koji odred¹uje grupu elemenata istih karakteristika
² broj naponske tabele koja ¶ce se koristiti pri ·stampanju napona
² broj KG za automatsku generaciju podataka
Pri automatskoj generaciji podataka, svaki broj elementa i broj ·cvorova izmed¹u
kojih se elemenat nalazi se pove¶cava za broj KG, dok broj ·cvora koji odred¹uje yz ravan,
broj koji odred¹uje grupu elementata istih karakteristika i broj naponske tabele ostaje
nepromenjen.
U slede¶coj linije se unose stepeni slobode:
² globalni stepen slobode 1. ·cvora popre·cnog preseka na kraju 1. elementa
² globalni stepen slobode 2. ·cvora popre·cnog preseka na kraju 1. elementa
² ...............................................................................
² globalni stepen slobode n-tog ·cvora popre·cnog preseka na kraju 1. elementa
² globalni stepen slobode 1. ·cvora popre·cnog preseka na kraju 2. elementa
² globalni stepen slobode 2. ·cvora popre·cnog preseka na kraju 2. elementa
² ...............................................................................
² globalni stepen slobode n-tog ·cvora popre·cnog preseka na kraju 2. elementa
Ukoliko se koristi automatska generacija podataka, potrebno je uneti podatke o pr-
vom i poslednjem elementu.
U slede¶coj liniji se unose podaci o mestima na kojima se tra·ze naponi, svaka inte-
graciona ta·cka se de¯ni·se sa petocifrenim brojem, gde prva cifra odred¹uje integracionu
ta·cku u z pravcu, druge dve cifre odred¹uju stranicu poligonalnog preseka, ·cetvrta i peta
cifra odred¹uje polo·zaj integracione ta·cke u s pravcu.
U izlaznim podacima se ispisuju pomeranja za svaki ·cvor du·z z ose, dok se naponi
ispisuju za tra·zene integracione ta·cke, za svaki sloj u laminatu. Debljina svakog sloja u
laminatu ujedno predstavlja i integracione ta·cke po debljini segmenta.
Radi lak·seg shvatanja rada programa, na slici 54 prikazan je dijagram toka rada. Na
po·cetku program u·citava podatke o strukturi nosa·ca i podatke o materijalima. Nakon
toga sledi prora·cun geometrijskih karakteristika popre·cnog preseka i ispisivanje matrice
krutosti za svaki element. Slede¶ci korak je formiranje matrice krutsti sistema i izra·cunava-
nje pomeranja. Na osnovu zadatih integracionih ta·caka prora·cunavaju se naponi i vr·si se
ispis rezultata.
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6.2. Listing programa
Program za tankozidne kompozitne ·stapove
#include < stdio:h >
#include < stdlib:h >







int JK, ISTRES, IPRNT, IDN;











int NUMPN[30], NUMPS[30], NUMPN1[100], NUMPN2[100], NUMPS1[100];




void ucitaj podatke(FILE *¯le,
°oat []
);
void podaci o materijalima(FILE *¯le,
°oat [][][], °oat [][][], °oat [][][], °oat [][][],
°oat [], °oat [], °oat [],
°oat [], °oat [], °oat [],
°oat [], °oat [], °oat [], °oat [], °oat [], °oat [],
°oat [], °oat [], °oat [], °oat [],
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°oat [], °oat [], °oat [], °oat [], °oat [],
°oat [][], °oat [][], °oat [][], °oat [][],
°oat [][], °oat [][], °oat [][], °oat [][], °oat [][],
°oat [][], °oat [][], °oat [][], °oat [][],
°oat [], °oat [], °oat [], °oat [][],





°oat [], °oat [], °oat [],
°oat [], °oat [], °oat [],
°oat [], °oat [], °oat [], °oat [], °oat [], °oat [],
°oat [], °oat [], °oat [], °oat [],
°oat [], °oat [], °oat [], °oat [], °oat [],
°oat [][], °oat [][], °oat [][], °oat [][], °oat [][],
°oat [][], °oat [][], °oat [][], °oat [][],
°oat [][], °oat [][], °oat [][], °oat [][],
°oat [],
int [][],





°oat [][][], °oat [][][], °oat [][][], °oat [][][],
°oat [], °oat [], °oat [],
°oat [],
int [], int [], int [][], int [][],
°oat [][][],




int, int, int, int, int[][],
°oat, °oat [], °oat [], °oat [],
°oat[],
int [], int[],
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double [], °oat [][], °oat [][],
°oat [][][], °oat [][][], °oat [][][], °oat [][][]
);
void ispisi podatke(FILE *¯le);
void transf2(int,
°oat, °oat, °oat,
°oat [][], °oat [][]);
void transf it(int , °oat [][]);
void transf disp(°oat , °oat , °oat ,
double [], int []);
void endrel( FILE *¯le, int, int, °oat [][][],
°oat [][]);




°oat, °oat, °oat, °oat, °oat, °oat,











°oat [][][], °oat [][][], °oat [][][], °oat [][][]
);
int Doolittle LU Decomposition with Pivoting(°oat *A, int pivot[], int n);
int Doolittle LU with Pivoting Solve(°oat *A, °oat B[], int pivot[], double x[], int n);
/******************************************************************************
* Main funkcija
* kodovi greske pri neregularnom zavrsetku:
* 1 Datoteka sa ulaznim podacima se ne moze otvoriti
* 2 Datoteka sa izlaznim podacima se ne moze otvoriti
* 3 Nepravilna vrednost za NTABLE
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°oat QQQ11[10][30][30], QQQ16[10][30][30], QQQ66[10][30][30], QQQ55[10][30][30];
°oat FF[3], IXX[3], IYY[3];
°oat SE[3], IXE[3], IYE[3];
°oat FF1S[MAXMAT], FF1C[MAXMAT], SX1S[MAXMAT], SX1C[MAXMAT],
SY1S[MAXMAT], SY1C[MAXMAT];
°oat FF2S2[MAXMAT], FF2C2[MAXMAT], FF2SC[MAXMAT], FF3S2[MAXMAT];
°oat FF3C2[MAXMAT], FF3SC[MAXMAT],SE1S[MAXMAT], SE1C[MAXMAT],
IEE1[MAXMAT];
°oat IXO[MAXMAT][100], IYO[MAXMAT][100],IOO[MAXMAT][600], IOE[MAXMAT][100];
°oat SO1S[MAXMAT][100], SO1C[MAXMAT][100], IXO1[MAXMAT][100],
IYO1[MAXMAT][100], IOO1[MAXMAT][600];
°oat SO3S[MAXMAT][100], SO3C[MAXMAT][100], IOO3[MAXMAT][600],
IOE1[MAXMAT][100];
char izvor[13];
°oat XX[50], YY[50], TS[50];






















QQQ11, QQQ16, QQQ66, QQQ55,
FF, IXX, IYY,
SE, IXE, IYE,
FF1S, FF1C, SX1S, SX1C, SY1S, SY1C,
FF2S2, FF2C2, FF2SC, FF3S2,
FF3C2, FF3SC, SE1S, SE1C, IEE1,
IXO, IYO, IOO, IOE,
SO1S, SO1C, IXO1, IYO1, IOO1,
SO3S, SO3C, IOO3, IOE1,















FF1S, FF1C, SX1S, SX1C, SY1S, SY1C,
FF2S2, FF2C2, FF2SC, FF3S2,
FF3C2, FF3SC, SE1S, SE1C, IEE1,
IXO, IYO, IOO, IOE,
SO1S, SO1C, IXO1, IYO1, IOO1,
SO3S, SO3C, IOO3, IOE1,
TS,
LM,
AS, KS, SREL, B);
int greska, pivot[NEQ];
for(i=0; i<NEQ;i++)f
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F[i]=R[i+1];
g
greska = Doolittle LU Decomposition with Pivoting(&KS[0][0], pivot, NEQ);
if (greska< 0) printf("nn Matrica koe¯cijenata je singularna dekomp %d", greska);
else f
greska = Doolittle LU with Pivoting Solve(&KS[0][0], F, pivot, POM, NEQ);




QQQ11, QQQ16, QQQ66, QQQ55,
XX, YY, TS,
SIG,
ISN, ICC, LM, TAB,






* Funkcija ucitava podatke iz ulaznog fajla
* ulazni parametar:
* dat Naziv datoteke
* izlazne vrednosti:
* IELE Tip elementa nosaca: 1 - Timosenko, 2 - Klasican
* NUMNP Broj cvorova nosaca
* NBOUN Broj ogranicenja
* NUME Broj elemenata
* NUMMAT Broj materijala
* NTABLE Broj tabela
* JTABLE Broj tabela
* INTZ Broj integracionih tacaka u z-pravcu
* INTS Lista cvorova za j-ti elemenat
* R Vektor opterecenja
*******************************************************************************/
void ucitaj podatke(FILE *f,
°oat R[])f
int i,j,n;
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int pom,jed;
while(fgetc(f)!=':');
fscanf(f,"%d %d %d %d %d %d", &IELE, &NUMNP, &NBOUN, &NUME, &NUMMAT,
&KLIN);
fscanf(f,"%d %d %d %d", &NTABLE, &JTABLE, &INTZ, &INTS);
while(fgetc(f)!=':');
for(j=1;j<=NUMNP;j++)f


















































* Funkcija ucitava podatke iz ulaznog fajla
* ulazni parametar:
* dat Naziv datoteke
* izlazne vrednosti:
*******************************************************************************/
void podaci o materijalima(FILE *f,
°oat QQQ11[10][30][30], °oat QQQ16[10][30][30], °oat QQQ66[10][30][30],
°oat QQQ55[10][30][30],
°oat FF[], °oat IXX[], °oat IYY[],
°oat SE[], °oat IXE[], °oat IYE[],
°oat FF1S[], °oat FF1C[], °oat SX1S[], °oat SX1C[], °oat SY1S[],
°oat SY1C[],
°oat FF2S2[], °oat FF2C2[], °oat FF2SC[], °oat FF3S2[],
°oat FF3C2[], °oat FF3SC[], °oat SE1S[], °oat SE1C[], °oat IEE1[],
°oat IXO[MAXMAT][100], °oat IYO[MAXMAT][100], °oat IOO[MAXMAT][600],
°oat IOE[MAXMAT][100],
°oat SO1S[MAXMAT][100], °oat SO1C[MAXMAT][100], °oat IXO1[MAXMAT][100],
°oat IYO1[MAXMAT][100], °oat IOO1[MAXMAT][600],
°oat SO3S[MAXMAT][100], °oat SO3C[MAXMAT][100], °oat IOO3[MAXMAT][600],
°oat IOE1[MAXMAT][100],
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°oat XX[], °oat YY[], °oat TS[], °oat TEOL[][],
int ISN[], int LM[MAXSIZE][MAXE]
)f
int i, j, n;
int sloj;
int KNOLD, NOLD, K, KN;
int II, JJ, III, JJJ, LIJ, LII,LJJ;
°oat T,LL;






°oat COSS, SINN, HI, HNI;
while(fgetc(f)! =0:0);
for(i=1;i<=NUMMAT;i++)f
fscanf(f,"%f %f ", &XC[i], &YC[i]);





























































































































































































printf("n n Modul elasticnosti: E1= %f",E1[i] );
printf("n n Modul elasticnosti: E2= %f",E2[i] );
printf("n n Poasonov koe¯cijent P12= %f",P12[i] );
printf("n n Modul elasticnosti: G12= %f",G12[i] );
printf("n n Modul elasticnosti: G13= %f",G13[i] );
printf("n n Modul elasticnosti: G23= %f",G23[i] );
printf("n n Povrsina preseka A= %f",FF[i] );
printf("n n Momenat Inercije IXX= %f",IXX[i]);
printf("n n Momenat Inercije IYY= %f",IYY[i]);
printf("n n SE= %f",SE[i] );
printf("n n IXE= %f",IXE[i] );
printf("n n IYE= %f",IYE[i] );
printf("n n IEE1= %f",IEE1[i] );
g
printf("n n Cvor I Cvor J Cvor K Grupa");
int ielem;
int N, M, KK, KKK, MTYP, MTYPE, IS, KG;







fscanf(f," %d %d %d %d %d %d %d", &M, &II, &JJ, &KK, &MTYP, &IS, &KG);
printf("n n INPUT FILE: %d %d %d %d %d %d %d", M, II, JJ, KK, MTYP, IS, KG);
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if(KG==0)KG=1;
b:











































printf("n n STAP VEZA LOKALNE I GLOBALNE MATRICE KRUTOSTI");
for(i=1;i<=NUME;i++)f








* Funkcija kreira tabelu cvorova u kojima ce se racunati naponi
* ulazni parametar:
* dat Naziv datoteke
* izlazne vrednosti:














* Funkcija izracunava matricu krutosti elementa
* ulazni parametar:
* N Tekuci elemenat
* izlazne vrednosti:




°oat FF[], °oat IXX[], °oat IYY[],
°oat SE[], °oat IXE[], °oat IYE[],
°oat FF1S[], °oat FF1C[], °oat SX1S[], °oat SX1C[], °oat SY1S[], °oat SY1C[],
°oat FF2S2[], °oat FF2C2[], °oat FF2SC[], °oat FF3S2[],
°oat FF3C2[], °oat FF3SC[], °oat SE1S[], °oat SE1C[], °oat IEE1[],
°oat IXO[MAXMAT][100], °oat IYO[MAXMAT][100], °oat IOO[MAXMAT][600], °oat
IOE[MAXMAT][100],
°oat SO1S[MAXMAT][100], °oat SO1C[MAXMAT][100], °oat IXO1[MAXMAT][100],
°oat IYO1[MAXMAT][100], °oat IOO1[MAXMAT][600],




°oat AS[MAXSIZE][MAXSIZE], °oat KS[NEQ][NEQ], °oat SREL[][][],
°oat B[4][MAXSIZE]
)f
int N, i, j, vrsta, kolona;
int MTYPE, NMAX, NSIZE;
°oat XCC, YCC;
double XLT;
int I7, I8, I9, I10, I11, I12, I13, I14, I15, I16, I17;






































































































































































































































































































































































































if(IELE==1) endrel(f, N, NSIZE, SREL, AS);










* Funkcija poziva funkciju stifnl
* ulazni parametar:
* dat Naziv datoteke





°oat QQQ11[][][], °oat QQQ16[][][], °oat QQQ66[][][], °oat QQQ55[][][],
°oat XX[], °oat YY[], °oat TS[],
°oat SIG[],
int ISN[], int ICC[], int LM[MAXSIZE][MAXE], int TAB[10][10],
°oat SREL[MAXE][6][MAXNJ],
double DISP[], °oat B[4][MAXSIZE], °oat TEOL[][]
)f
int N,i,j;
int IPST, MTYPE, NMAX, NSIZE, IP,NMN,NMS,NMN1,NMS1,L, M ;































fprintf(f, "n n Pomeranje %d %12.5e ", i, DISP1[i]);
else
























if ((XCC!=0.0)k(YCC!=0.0)) transf disp( XC[MTYPE], YC[MTYPE], XLT, DISP1, IC);
if (IELE==1) endrel disp(f, N, NSIZE, SREL, DISP1);
ISTRES=0;
if (NTABLE<=0)f
printf("n n Greska. Nepravilna vrednost za NTABLE= %d.", NTABLE);
exit(3);
g












fprintf(f, "n n Elemenat %d ", N);
else
printf("n n Elemenat %d ", N);
STIFNL( f, NMN, NMS, L, K, TAB, XLT, XX, YY, TS, SIG, ISN, ICC, DISP1, B,














int NMN, int NMS, int L, int K,
int TAB[10][10],
°oat XLT, °oat XX[], °oat YY[], °oat TS[],
°oat SIG[],
int ISN[], int ICC[],
double DISP[], °oat B[4][MAXSIZE],°oat TEOL[MAXMAT][MAXSLJ],
°oat QQQ11[10][30][30], °oat QQQ16[10][30][30], °oat QQQ66[10][30][30], °oat QQQ55[10][30][30]
)f
int i,I1,II,I2,I3,I4,III, M, IC1,IC2, L1,L2,L3;










fprintf(f, "n n L= %d tab %d", L, TAB[L][K]);
else
































if (JK==3)f fprintf(f, "n n Vektor SIG: %d %d %d %d ¡ >", I1, I3, I2, I4); fprintf(f,
"n n sloj Sig[1] Sig[2] Sig[3]"); g elsef printf("n n Vektor SIG: %d %d %d %d ¡ >",
I1, I3, I2, I4); printf("n n sloj Sig[1] Sig[2] Sig[3]"); for(sloj=1;sloj<=NL[I3];sloj++)f
EOL=TEOL[MTYPE][sloj]; SOL1X=SOLX+EOL*COS; SOL1Y=SOLY+EOL*SIN; SHAPE
(f,ZOL,SOL,SOLX,SOLY,SOL1X,SOL1Y,EOL,LL,XLT,H,COS,SIN,ICC,B);
if (JK==3)
fprintf(f, "n n Vektor SIG: %d %d %d %d ¡ >", I1, I3, I2, I4);
else
printf("n n Vektor SIG: %d %d %d %d ¡ >", I1, I3, I2, I4);
BELPAL (f, 1, I3,
SIG, DISP, ICC, B,
































if (JK==3) fprintf(f, "n n Vektor SIG: %d %d %d %d ", I1, I3, I2, I4); fprintf(f, "n n sloj




fprintf(f, "n n Vektor SIG: %d %d %d %d ", I1, I3, I2, I4);
else
printf("n n Vektor SIG: %d %d %d %d ", I1, I3, I2, I4);
BELPAL (f, 1, I3,
SIG, DISP, ICC, B,














void transf2(int MTYPE, °oat XC, °oat YC, °oat XLT, °oat AS[MAXSIZE][MAXSIZE],
°oat T[4][4])f
int i, j, m, ni, k;
int II, I1, JJ, J1, K1, NMAX;
int ICC[5], IDD[3];
int IC[30];





































































































* dat Naziv datoteke
* izlazne vrednosti:
******************************************************************************/
void transf it(int n, °oat T[4][4])f










































* Funkcija vrsi korekciju matrice AS zbog srednjeg cvora u slucaju da se
* radi sa elemantima Timosenko
* ulazni parametar:
* dat Naziv datoteke
* izlazne vrednosti:
******************************************************************************/
void endrel(FILE*f, int n, int NSIZE, °oat SREL[MAXE][6][MAXNJ],
°oat AS[MAXSIZE][MAXSIZE])f int i,j,k,l,m,K,KK,LL;


























* Funkcija vrsi korekciju DISP zbog srednjeg cvora u slucaju da se
* radi sa elemantima Timosenko
* ulazni parametar:
* dat Naziv datoteke
* izlazne vrednosti:
******************************************************************************/
void endrel disp(FILE*f, int n, int NSIZE, °oat SREL[MAXE][6][MAXNJ],














* Funkcija ispisuje podatke u izlazni fajl
* ulazni parametar:
* dat Naziv datoteke
* izlazne vrednosti:
******************************************************************************/
void ispisi podatke(FILE *f)f
if(JK==3)f
fprintf(f,"n n");
fprintf(f," *** K O N T R O L N E I N F O R M A C I J E *** n n");
fprintf(f,"TIP ELEMENTA (1-TIMOSENKO, 2-KLASICAN) . (IELE) =%dn n",IELE);
fprintf(f,"BROJ CVOROVA NOSACA . . . . . . . . . . . (NUMNP) =%dn n",NUMNP);
fprintf(f,"BROJ OSLONACKIH CVOROVA NOSACA . . . . . . (NBOUN) =%dn
n",NBOUN);
fprintf(f,"BROJ ELEMENATA NOSACA . . . . . . . . . . (NUME) =%dn n",NUME);
fprintf(f,"BROJ GRUPA ELEMENATA ISTIH KARAKTERISTIKA. (NUMMAT) =%dn
n",NUMMAT);
fprintf(f,"BROJ TABELA KOJE ODREDJUJU INTEGRACIONE . . . . . . . . n n");
fprintf(f,"TACKE U KOJIMA SE TRAZE NAPONI . . . . . . (NTABLE) =%dn
n",NTABLE);
fprintf(f,"MAKSIMALAN BROJ TACAKA U TABELI . . . . . (JTABLE) =%dn
n",JTABLE);
fprintf(f,"BROJ TABELA KOJE ODREDJUJU CVOROVE . . . . . . . . . . . n n");
fprintf(f,"BROJ INTEGRACIONIH TACAKAU Z-PRAVCU . . . (INTZ) =%dn n",INTZ);




printf(" *** K O N T R O L N E I N F O R M A C I J E *** n n");
printf("TIP ELEMENTA (1-TIMOSENKO, 2-KLASICAN) . (IELE) =%dn n",IELE);
printf("BROJ CVOROVA NOSACA . . . . . . . . . . . (NUMNP) =%dn n",NUMNP);
printf("BROJ OSLONACKIH CVOROVA NOSACA . . . . . . (NBOUN) =%dn
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n",NBOUN);
printf("BROJ ELEMENATA NOSACA . . . . . . . . . . (NUME) =%dn n",NUME);
printf("BROJ GRUPA ELEMENATA ISTIH KARAKTERISTIKA. (NUMMAT) =%dn
n",NUMMAT);
printf("BROJ TABELA KOJE ODREDJUJU INTEGRACIONE . . . . . . . . n n");
printf("TACKE U KOJIMA SE TRAZE NAPONI . . . . . . (NTABLE) =%dn
n",NTABLE);
printf("MAKSIMALAN BROJ TACAKA U TABELI . . . . . (JTABLE) =%dn
n",JTABLE);
printf("BROJ TABELA KOJE ODREDJUJU CVOROVE . . . . . . . . . . . n n");
printf("BROJ INTEGRACIONIH TACAKAU Z-PRAVCU . . . (INTZ) =%dn n",INTZ);




* Funkcija izracunava matricu B
* ulazni parametar:




°oat ZOL, °oat SOL, °oat SOLX, °oat SOLY, °oat SOL1X, °oat SOL1Y,
°oat EOL, °oat LL, °oat XLT, °oat H,
°oat COS, °oat SIN,
int L[], °oat B[4][MAXSIZE])f
°oat HN, W, F1, F2, R1, R2, R3, R4, R5, R6;
int i,j;
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g
/*****************************************************************************
* Funkcija ispisuje podatke u izlazni fajl
* ulazni parametar:





int MTYPE, int I3,
°oat SIG[],
double DISP[],
int M[], °oat B[4][MAXSIZE],
°oat QQQ11[10][30][30], °oat QQQ16[10][30][30], °oat QQQ66[10][30][30], °oat QQQ55[10][30][30]
)f





































fprintf(f, "n n %d %12.5e %12.5e %12.5e", j, SIG[1], SIG[2], SIG[3]);
else




* int Doolittle LU Decomposition with Pivoting(double *A, int pivot[], int n)
* Opis:
* Funkcija koristi Doolittle-ov metod za dekompoziciju matrice A
* dimenzije n x n u donju i gornju trougaonu matricu L i U
* tako da je A = LU.
* Matrice L i U zamenjuju matricu A tako da se originalna matrica gubi
* MN: Dijagonalni elementi matrice L su 1 ne memorisu se.
* LU dekompozicija se standardno koristi kada kada je potrebno resiti
* sistem jednacina Ax = B po vektoru x pri cemu je matrica A ¯ksna i
* vector B se menja.
* Algoritam:
* Odredjuje se pivot vrsta i zamenjuje se sa tekucom vrstom,
* zatim se izracunava za tekucu vrstu k, k = 0, ..., n - 1 sledeci izrazi
* U[k][j] = A[k][j] - (L[k][0]*U[0][j] + ... + L[k][k-1]*U[k-1][j])
* za j = k, k+1, ... , n-1
* L[i][k] = (A[i][k] - (L[i][0]*U[0][k] + . + L[i][k-1]*U[k-1][k]))
* / U[k][k]
* za i = k+1, ... , n-1.
* Matrica U je gornja trougaona, a matrica L je donja trougaona.
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* Argumenti:
* double *A Pokazivac na prvi element matrice A[n][n].
* int pivot[] Pivot vrsta koja ce se zameniti sa i-tom vrstom
* int n Broj vrsti odnosno kolona matrice A.
* Vracena vrednost:
* 0 Ispravan zaavrsetak
* -1 Greska - matrica A je singularna.
******************************************************************************/
int Doolittle LU Decomposition with Pivoting(°oat *A, int pivot[], int n)
f
int i, j, k;
°oat *p k, *p row, *p col;
double max;
for (k = 0, p k = A; k < n; p k += n, k++) f
pivot[k] = k;
max = fabs( *(p k + k) );
for (j = k + 1, p row = p k + n; j < n; j++, p row += n) f
if ( max < fabs(*(p row + k)) ) f
max = fabs(*(p row + k));
pivot[k] = j;
p col = p row;
g
g
if (pivot[k] != k)
for (j = 0; j < n; j++) f
max = *(p k + j);
*(p k + j) = *(p col + j);
*(p col + j) = max;
g
if ( *(p k + k) == 0.0 ) return -1-k;
for (i = k+1, p row = p k + n; i < n; p row += n, i++) f
*(p row + k) n= *(p k + k);
g
for (i = k+1, p row = p k + n; i < n; p row += n, i++)
for (j = k+1; j < n; j++)
*(p row + j) -= *(p row + k) * *(p k + j);
g
return 0; g
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/*****************************************************************************
* int Doolittle LU with Pivoting Solve(double *LU, double *B, int pivot[],
* double *x, int n)
* Opis:
* Funkcija koristiT Doolittle's metod za resavanje sistema linearnih
* jednacina Ax = B. Poziva se nakon izvrsene dekompozicije matrice A
* u proizvod donje trougaone matrice L i gornje trougaone matrice U sa
* pivotiranjem. Argument LU is a pokazivac na matricu ispod diagonale L
* i iznad diagonale zajedno sa diagonalom U. (Na dijagonali L su 1 i
* nisu memorisaneand). Matrica A = LU.
* Krajnje resenje se dobija resavanjem sistema linearnih jednacina
* Ly = B po y pa zatim resavanjem sistema linearnih jednacina
* Ux = y po x.
* Argumenti:
* double *LU Pokazivac na prvi element matrice ciji su elementi
* donje i gornje trougaone matrice A=LU.
* double *B Pokazivac na vektor kolonu, (n x 1) matricu, B.
* int pivot[] Pivot vrsta koja ce se zameniti sa vrstom i.
* double *x resenje jednacine Ax = B.
* int n Broj vrsti odnosno kolona matrice LU.
* Vracena vrednost:
* 0 Ispravan zaavrsetak
* -1 Greska - matrica A je singularna.
******************************************************************************/





for (k = 0, p k = A; k < n; p k += n, k++) f
if (pivot[k] ! = k) dum = B[k]; B[k] = B[pivot[k]]; B[pivot[k]] = dum; g
x[k] = B[k];
for (i = 0; i < k; i++) x[k] -= x[i] * *(p k + i);
g
for (k = n-1, p k = A + n*(n-1); k >= 0; k{, p k -= n) f
if (pivot[k] != k) dum = B[k]; B[k] = B[pivot[k]]; B[pivot[k]] = dum; g
for (i = k + 1; i < n; i++) x[k] -= x[i] * *(p k + i);
if (*(p k + k) == 0.0) return -1;
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7. Zavr·sne napomene i zaklju·cci
C
ilj ovog rada je bio da se ispita uticaj shear lag-a kod tankozidnih kompozitnih
elemenata proizvoljnog otvorenog, odnosno zatvorenog popre·cnog preseka. Kao ·sto
je poznato, ovaj uticaj se ne mo·ze odrediti primenom teorije Vlasov-a koja je, zbog svoje
jednostavnosti, ·siroko rasprostranjena kod prora·cuna tankozidnih nosa·ca. Zbog toga je
u radu usvojena funkcija deplanacije koju je predlo·zio Proki¶c [3], za tankozidne nosa·ce
homogenog popre·cnog preseka.
Primenom principa virtualnih pomeranja izvedene su diferencijalne jedna·cine ravno-
te·ze tankozidnog kompozitnog ·stapa. Po·sto se re·senje, u op·stem slu·caju spregnutih
diferencijalnih jedna·cina, ne mo·ze dobiti u zatvorenom obliku, primenjen je numeri·cki
postupak re·savanja jedna·cina, odnosno re·senja su dobijena metodom kona·cnih elemenata.
De¯nisana su dva kona·cna elementa bez i sa zanemarenjem uticaja transverzalnih sila
na deformaciju nosa·ca. Napisan je ra·cunarski program na osnovu teorijskih razmatranja
pomo¶cu kog je urad¹en niz primera na osnovu kojih se mo·ze zaklju·citi slede¶ce:
² Primenjena funkcija deplanacije realno opisuje krivljenje popre·cnog preseka i mo·ze
se uspe·sno koristiti pri analizi uticaja kod laminatnih tankozidnih kompozitnih
·stapova otvorenog i/ili zatvorenog popre·cnog preseka.
² Po·sto pretpostavka o zanemarenju klizanja nije neophodna, smi·cu¶ci naponi mogu
se direktno odrediti iz odgovaraju¶cih deformacija, te ne dolazi do neusagla·senosti
izmed¹u polja napona i polja deformacija, odnosno uslovi kompatibilnosti su zado-
voljeni.
² Raspodela normalnih napona je odred¹ena parametrima pomeranja ·cvornih ta·caka,
a ne sektorskom koordinatom i to, za razliku od klasi·cne teorije tankozidnih nosa·ca,
omogu¶cuje pra¶cenje i analizu shear lag uticaja.
² Kako nije potrebno odrediti centar smicanja i sektorsku koordinatu geometrijske
karakteristike popre·cnog preseka je vrlo lako odrediti iz koordinata ·cvornih ta·caka
poligonalnog popre·cnog preseka i rasporeda i orijentacije slojeva u laminatu. Takod¹e,
lako ih je prevesti u programski kod ·sto pojednostavljuje i ubrzava prora·cun.
² Omogu¶cena je analiza shear lag uticaja kod tankozidnih kompozitnih nosa·ca sa
otvorima u °an·sama i rebrima. Prema autorovom saznanju, do sada niko nije bavio
re·savanjem problema kao jednodimenzionalnog ·stapa za nosa·ce kombinovanih od
otvorenih i zatvorenih popre·cnih preseka.
² Pokazano je da kod laminatnih konstukcija raspodela normalnih napona u pojase-
vima u znatnoj meri zavisi od orijentacije pojedinih slojeva.
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Dalji pravci istra·zivanja ¶ce biti usmereni na analizu stabilnosti i dinamike laminat-
nih tankozidnih nosa·ca primenom usvojene funkcije deplanacije. Takod¹e ¶ce se napisan
ra·cunarski program primeniti kod istra·zivanja uticaja na nosivost unakrsno lepljenog
lameliranog drveta. Mogu¶ce je ispitati primenu napisanog programa kod prora·cuna
popre·cnih i podu·znih prslina kod tankozidnih kompozitnih nosa·ca.
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